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Résumé. — Soit il une représentation unitaire de GL2(Q P ), topologiquement de 
longueur finie. Nous décrivons la sous-représentation II an de ses vecteurs localement 
analytiques, et sa filtration par rayon d'analyticité, en termes du [ip, r)-module qui lui 
est associé via la correspondance de Langlands locale p-adique, et nous en déduisons 
que le complété universel de il an n'est autre que il. 

Abstract. — Let il be a unitary représentation of GL2(Q P ), topologically of finite 
length. We describe the sub-representation il an made of its locally analytic vectors, 
and its filtration by radius of analyticity, in terms of the (<p, r)-module attached to 
il via the p-adic local Langlands correspondence, and we deduce that the universal 
completion of II an is II itself. 
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Introduction 

0.1. Notations 

Soit p un nombre premier. On fixe une clôture algébrique Q p de Q p , et on note 
^Qp = Gal(Q p /Q p ) le groupe de Galois absolu de Q p . On note T le groupe de 
Galois Gal(Qp(/i p oo)/Qp) de l'extension cyclotomique. Le caractère cyclotomique 
X : &q p — > 'Zp induit un isomorphisme de groupes topologiques T ~ Z* . dont l'inverse 
a M- (T a est caractérisé par <r a (C) = C pour a 6 Z* et ( 6 [i p ao. 

On fixe une extension finie L de Q p , et on note Ûl l'anneau de ses entiers et fci 
son corps résiduel. Soit ^(L) l'ensemble des caractères continus ô : Q* — > L* , et, 
pour 6 G ^(L), notons w(S) son poids, défini par w(ô) = S'(l), dérivéer 1 ^ de ô en 1. 
Si ô est unitaire (i.e. si S est à valeurs dans la théorie locale du corps de classes 



1. S est automatiquement localement analytique, donc la définition a un sens. 
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associe à S un caractère continu de S?q , que l'on note encore S. Le poids de Hodge- 
Tate généralisé de ce caractère galoisien est alors w(ô). On note juste x G ^{L) le 
caractère induit par l'inclusion de Q p dans L, et \x\ le caractère envoyant x G Q* 
sur p~ v p( x ) . Notre convention est que x\x\ correspond au caractère cyclotomique x, 
son poids étant 1. 

Soit G = GL-2(Q P ). Si S G ^(L), on note Rep L (<5) la catégorie dont les objets sont 
les L-espaces de Banach II, munis d'une action continue de G telle que 

• II a pour caractère central S. 

• L'action de G est unitaire, i.e. il existe une valuation vu sur II, qui définit la 
topologie de II et telle que vu(g ■ v) — vu(v) pour tous g G G et v G II. 

• II est résiduellement de longueur finie, i.e. si vu est comme ci-dessus, la réduction 
mod p de la boule unité ITo de II pour vu est un ^[GJ-module de longueur finie. 

Un morphisme entre deux objets IIi et II2 de Rep i (^) est une application 
L-linéaire, continue et G-équi variante. 

On note Rep L (G) la catégorie des représentations de G unitaires, résiduellement 
de longueur finie, admettant un caractère central; c'est la réunion des Rep L ((5) pour 
S G W{L). 

Remarque 0.1. — (i) Rep L (5) est vide quand S n'est pas unitaire. 

(ii) Il découle des travaux de Barthel-Livné [2] et Breuil [3] que tout objet de 
Rep L (5) est une représentation de Banach admissible (au sens de [23] ) de G. 

(iii) Tout objet n de Rep i (5) est topologiquement de longueur finie, car TIq/pTIq 
l'est. En fait, si p > 5 (il est probable que cette hypothèse est inutile), on peut décrire 
Rep L (S) de manière équivalente comme la catégorie des i-représentations de Banach 
unitaires et admissibles de G, à caractère central et topologiquement de longueur finie 
(cela découle d'un théorème profond de Paskunas |21|). Nous avons besoin de cette 
hypothèse de finitude pour TIq/pTIq pour assurer que le (</?, F)-module attaché à n par 
la correspondance de Langlands locale p-adique est de dimension finie. 



0.2. Complétions unitaires et vecteurs localement analytiques. — Si 

6 G ST{L) et si n G Rep L ((5), on note n an l'espace des vecteurs localement analy- 
tiques |24l 116) de n. C'est l'espace des vecteurs v G n dont l'application orbite 



o v : G — > n, g — > g ■ v 
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est localement analytique. C'est une sous-représentation de II et, d'après un résultat 
général de Schneider et Teitelbaum [241 th. 7.1], le sous-espace II an est denseK 2 ) 
dans II. 

L'espace II an a une topologie naturelle, induite par l'injection II an — > ^ an (G,II), 
envoyant v G II an sur o v . Cette topologie est nettement plus forte que celle induite par 
l'inclusion II an C II. Le résultat principal de cet article est alors le suivant (rappelons 
que G = GL 2 (Q P )) : 

Théorème 0.2. — Si II G Rep L (G), alors II est le complété unitaire universel 
de II an ; Le. pour toute L -représentation de Banach unitaire B, l'application natu- 
relle Hom^j (II, 5) -> Hom™ [ ^ ] (II an ,S), induite par l'injection II an -> n, est un 
isomorphisme. 

Remarque 0.3. — La notion de complété universel a été dégagée par Emerton [15j. 
Le théorème ci-dessus répond, dans le cas de GL2(Q P ), à l'une de ses questions, 
à savoir si le même énoncé est valable pour GL„(Q p ) ou, plus généralement, pour 
un groupe réductif déployé sur Q p (l'application Hom^^II, B) -)• Hom^i (II an , B) 
est injective pour tout groupe de Lie p-adique G et toute représentation de Banach 
admissible II de G, car II an est dense dans II dans ces cas [24]) . 

(ii) Dans l'autre sens, la situation est nettement plus compliquée : si II est une 
représentation localement analytique admissible de GL2(Q P ) admettant un complété 
unitaire universel II, la sous-représentation II an de II n'est pas forcément égale à II. 
Le cas des composantes de Jordan-Hôlder de la série principale analytique est as- 
sez éclairant. Si §1,62 : Qp — > L* sont des caractères continus (et donc localement 
analytiques), on note Ind an (5i <g) 82) l'espace des fonctions <f> : G — >• L, localement 
analytiques, telles que 4> ((g b d j g)) = ôi(à)Ô2(d)f(g) pour tous a, c? G Q*, b G Q p et 
g G G, que l'on munit de l'action de G définie par (h-<p)(g) = 4>(gh) ; si 62 = x k 5\ avec 
k G N, alors Ind an (5i ® 62) contient une sous-représentation de dimension k + 1 et le 
quotient est une steinberg analytique. En utilisant les résultats de [4l [9j 1101 1151 118] , 
on voit qu'il peut, en particulier, se passer les choses suivantes : 

• II = et donc II an = : c'est le cas si le caractère central n'est pas unitaire (ce 
qui équivaut à v p (ôi(p)) + v p (52(p)) 7^ 0) ou s'il est unitaire mais v p (ôi(p)) > 0. 

• II n'est pas admissible (c'est le cas des steinberg analytiques avec k > 1). 

• LT est non nul et admissible, mais II an est strictement plus grand que II : c'est 
le cas si II = Ind an (5i £g> S2), si le caractère central est unitaire, et si v p (Ô2(p)) > et 
w(ô 2 ) - w(ôx) £ N. 



2. Nous donnons une nouvelle preuve de cette densité pour les objets de Rep i (5), en utilisant la 
théorie des (tp, r)-modules (cf. cor. 10.121 . 
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Mentionnons un corollaire immédiat du th. l0.2[ qui ne semble pas facile à démontrer 
directement : 

Corollaire 0.4- — Le fondeur II M- II an de la catégorie Rep L (S) dans la catégorie 
des L -représentations localement analytiques admissibles de G est pleinement fidèle. 

En utilisant ce corollaire et les résultats de [12j, on déduit que II an admet un 
caractère infinitésimal pour tout objet absolument irréductible II de Rep i (G) (cela 
n'est pas une conséquence formelle du résultat principal de loc.cit., car II an peut fort 
bien ne pas être irréductible si II est absolument irréductible). 

La suite de cette introduction explique les étapes de la preuve du th. 10.21 dont la 
correspondance de Langlands locale p-adique |8j pour G est l'ingrédient clé. 

0.3. Un raffinement du foncteur II H> II an . — Dans ce §, on considère un groupe 
de Lie p-adique G arbitraire, un sous-groupe H de G qui est un pro-p-groupe uniforme, 
et une L-représentation de Banach admissible II de G, pas forcément unitaire. On 
choisit un système minimal de générateurs topologiques h\, hj, de H et on note 

b a = {h l -l)^---{h d -l) a * eZ p [H] 

pour a — (ai, ...,ay) G N d . Pour tout entier h > 1, on note r^ = ph - 1 1 ^ p _ 1 ^ ) et (en 
posant |a| = a\ + • • • + ad) 

n^={!)Eiï, lim p~ rh ^b a v = 0}. 

| a | — > oo 

Alors ILjj est naturellement un espace de Banach. Il ne dépend pas du choix des 
générateurs hi,...,hd et il est stable par H. Par ailleurs, les b a v sont les coefficients 
de Mahler de o v : 

0v (h? ■ ■ ■ h'/) = Y, («J ■ ■ ■ (2) p° ur tout • • • > o G K 

o6N d 

Il résulte donc du théorème d'Amice Q] que II an est la limite inductive des espaces 
11^, et cela pour tout sous-groupe H de G qui est un pro-p-groupe uniforme. Le 
résultat suivant fcor lIV.14l et proD. HV.llj) peut, au langage près, se trouver dans [24j. 

Théorème 0.5. — Soient H un pro-p sous-groupe uniforme de G et h > 1. 

(i) Le foncteur II H> 11^ de la catégorie des L -représentations de Banach admis- 
sibles de G dans la catégorie des L- espaces de Banach est exact. 

(n) on a n^ +1) = n$ pour toute représentation de Banach II de G. 
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On dit que II est cohérente (ou 7î-cohérente si on veut préciser le sous-groupe H 
de référence) s'il existe ho tel que, pour tout h > ho, on ait 

< +1) = E 

HPCgHg-i 

Comme g-H^ — Tl^ g _ 1 et 11^ C 11^ si H2 C H\, on déduit du théorème précédent 
que le terme de droite est toujours contenu dans celui de gauche. Le même théorème 
permet de montrer que la cohérence est une propriété stable par extensions, ce qui 
joue un rôle important dans la preuve du th. 10.21 Notre intérêt pour la notion de 
cohérence vient du résultat suivant : 

Proposition 0.6. — Si Tl est H -cohérente, alors II an admet un complété unitaire 
universel. Plus précisément, si Ilg est la boule unité de Tljp et J^h = X) g eG 9 ' ' 
alors pour tout h assez grand on a un isomorphisme de L[G]-modules de Banach 

ïfr~L®ff L (limJ? h /p™J2? h ). 



Au vu de la proposition précédente, le th. 10.21 est une conséquence du résultat 
suivant : 

Théorème 0.7. — Si G = GL 2 (Q P ) et si U G Rcp L (G) ; alors : 

(i) Il est cohérente. 

(ii) Si Tlo est un û^-féseau de II, ouvert, borné et G -stable, alors J% est commen- 
surable avec Tlo H II an pour tout h assez grand. 

La preuve de ce théorème utilise de manière cruciale la théorie des (ip, L)-modules. 
Plus précisément, si D est le (ip, L)-module attaché à II par la correspondance de 
Langlands locale p-adique, on décrit l'espace n^ 1 ' (et même la boule unité ITq' 1 '') 
directement en termes de D. Cela demande d'étendre et de raffiner bon nombre de 
résultats des chap. II, IV et V de [8j, et les paragraphes suivants expliquent de quelle 
manière un plus en détail. 

0.4. Description de Rep L (5) en termes de (ip, L)-modules. — Soient S% l'an- 
le sous-anneau de 3?, des éléments bornés (c'est un corps) et S 



(3) 



neau de Robba 

le complété de pour la valuation p-adique. On munit ces anneaux d'actions conti- 
nues de L et d'un frobenius ip, commutant entre elles, en posant ip(T) = (I + T) p — 1 
et CT a (T) = (I + T) a -lsia£Z;. 

Si A e {S, ,3%}, on note $r et (A) la catégorie des (ip, L)-modules étales sur A. 
Ce sont des A-modules libres de type fini D, munis d'actions de ip et L, continues, 



3. Il s'agit de l'anneau des séries de Laurent ^2 n ^ z o.nT n à coefficients dans L, qui convergent 
sur une couronne du type < v p (T) < r, où r dépend de la série. 
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semi-linéaires, qui commutent et telles que <p soit de pente nulle. Ces catégories sont 
toutes équivalentes à la catégorie des L-représentations de Gal(Q p /Q p ) (cf. |17L [6l 
19j) ; en particulier elles sont équivalentes entre elles, et on note G $r et (<T t ), 
Ai g G $>T ct {M) les (tp, r)-modules attachés à D G $r ct (<f), de telle sorte que 
D = g® l gi A et A-ig = St 

Si S est un caractère unitaire et si D G <f>r ot (J 5 ), on peut construire [8j chap. II] un 
faisceau G-équivariant U — > D U sur P 1 (Q p ) (muni de l'action usuelle définie par 
(c d) ' x = sf+s)> dont les sections sur Z p sont D (i.e. D K 5 Z p = D). Par ailleurs, 
si [/ est un ouvert compact de P 1 , l'extension par induit une inclusion de D Ms U 
dans l'espace D P 1 des sections globales. Les formules décrivant l'action de G sont 
très compliquées (et inutiles dans la plupart des situations) en général, mais on a par 
exemple, pour z G D — D KI5 Z p , a G Z* et o G Z p , 

(g°)z = p(*), (8S)* = ^ 8 (z), (^)z=(l + T) fc .z. 

On dispose aussi [8j chap. IV] d'un foncteur II h-> -D(II), contravariant, exact, de 
Rep L (o") dans $r ct (<f). On note son image essentielle. Si D G $r ct (<?), on 

note D le dual de Cartier de D : si D est attaché à une représentation galoisienne V, 
alors £> est attaché à V* <X> x- Le résultat suivant fait le lien entre les constructions 
précédentes et décrit Rep L (S) (à des morceaux de dimension finie près) en termes de 
(ip, r)-modules, ce qui est fondamental pour la preuve du th. 10.21 

Théorème 0.8. — Soit S : Q* — > û£ un caractère unitaire. Alors : 

(i) est stable par sous- quotients. 

(ii) Si D G ^ L (S), alors D G "^(tf -1 )- 

(ni) Il existe un foncteur covariant D —y Tls(D) de %(<î) dans Rep L (<5) tel que, 
pour tout D G 'iojjiS), on ait une suite exacte de G -modules topologiques 

-> U s -i(D) m — ^ D Ms P 1 -> ILj(D) -> 0. 

(iv) Les fondeurs II M- -D(II) et D ^ IL$(D) induisent des anti-équivalences quasi- 
inverses exactes entre Rep L (ô)/S et où S" esi Za sous-catégorie de Rep L ((5) 
formée des représentations de dimension finie. 

Ce théorème est essentiellement démontré dans [8j, mais il n'est pas facile de l'en 
extraire sous cette forme. Nous reprenons et étendons les arguments de loc.cit pour 
l'obtenir sous cette forme, plus adaptée aux applications éventuelles. 

0.5. Description de n^. — Soit S ,{0 ' r ^ le sous-anneau de S* des fonctions ana- 
lytiques bornées sur la couronne < v p (T) < r^. On note A°' r,, J le plus grand 
sous-^ ' 1 '"] -module de type fini M de D tel que <p(M) C tf(°' r6 + 1 ] ®^o,r b ] M (son 
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existence est un résultat standard de la théorie des (</?, r)-modules). Le théorème de 
surconvergence [6l [5] montre que 

D {0,r b ] egt libre de 

rang dimg(D) sur S (°' r ^ et en- 
gendre D, si b est assez grand. Comme D M$ Z p = D et comme P 1 = Z p U ( ? q)Z p , 
l'application z h-)- (Resz p z, Resz p ( Ç o)- 2 ) es * une injection de D P 1 dans D x D, 
ce qui permet de définir le module 

D (0,r„) ^ pl = (•£, ^ pl) n (£,(0,r b ] x D (o,r,,]^ 

Il est muni de la topologie induite par l'inclusion dans Z?( ' ri> ] x D^°- rb \ le module 
jj{o,r b ] ét aiï t; mum ^ sa topologie naturelle. 

Proposition 0.9. — Soit D G ^l(^)- <Sî & es^ assez grand, le sous-L-espace vecto- 
riel D^'^ M s P 1 de D M s P 1 est stable sous l'action de GL 2 (Z p ), et GL 2 (Z p ) at/ii 
continûment pour la topologie naturelle de D^ ' rb ^ P 1 . De plus, Hg-i(D)* est un 
sous-module fermé de Z)(°' rf >] §3$ P 1 . 

Soit K m ~ 1 +p m M2 (Z p ) avec m > 1 (resp. m > 2 si p = 2) . C'est un pro-p-groupe 
uniforme de dimension 4, auquel les constructions du Sj |0.3l s'appliquent. Pour simplifier 
les notations, on note simplement = Tl^™^ pour b > m (le th. 10.51 montre que 
le terme de droite ne dépend pas du choix de m < b). Le résultat technique principal 
de l'article est alors la description de IB", pour tout b assez grand, si il € Rep L (G). 
Le th. 10.81 implique en particulier que tout objet de Rep L (G) est de la forme Hs(D) 
à des représentations de dimension finie près, et pour une représentation de la forme 
Tls(D), on a le résultat suivant. 

Théorème 0.10. — Soit D G ^((5). Alors pour tout b assez grand, l'inclusion de 
£)(o,n,] H(5 pi dans D m& pi induit 

une suite exacte de GL 2 (Z p ) -modules topologiques 

-> n 5 -i(£>)* D {0 ' rb] m s p 1 ->■ n 5 (L>) (b) 0. 

Les méthodes utilisées pour l'étude de II' 6 ' sont sensiblement différentes de celles 
de O chap. V] : les arguments de bidualité de loc.cit. sont remplacés par une étude 
directe des rayons d'analyticité des vecteurs de ILs(D), à travers l'étude de la crois- 
sance des coefficients de Mahler de o v . Cette étude est grandement facilitée par la 
prop. [VT9l qui est aussi utilisée dans la preuve du cor. 10.151 ci-dessous. 

Une conséquence immédiate du th. 10.101 est la généralisation suivante du résultat 
principal du chap. V de [§]. 

Corollaire 0.11. — Si D G ^l(<5), le sous-faisceau U \-ï U du faisceau 

U i-> DM$U est stable par G, qui agit continûment pour la topologie naturelle de D\ 
et on a suite exacte de G-modules topologiques 

-4 ILj-1 (D) -4 Z? 1 " M s P 1 -» n 5 (L>) an 0. 
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Mentionnons que l'action de G sur le faisceau U n> D* U s'étend par continuité 
en une action sur un faisceau U h4 D T i S M$ U, et les sections globales D T i s Mg P 1 de ce 
faisceau fournissent fchap. IVT)) une extension de Hs(D) an par (ILj-i (Z)) an )* qui est 
très utile pour l'étude de Hs(D) an . 

Une autre conséquence est le résultat suivant qui renforce le théorème de Schneider 
et Teitelbaum sur la densité des vecteurs localement analytiques. 

Corollaire 0.12. — Si U € Rep L (G) il existe m,Q > 2 tel que soit dense 

dans Il an (et donc aussi dans U) pour tout b > uiq. 

En utilisant le fait que les orbites des éléments de n( b ) sont somme de leur série de 
Taylor sur Kb-t, et le cor. 10.121 on en déduit le résultat suivant. 

Corollaire 0.13. — SoientHi,H2 G Rep L (G) et soit f : II an — > une application 
continue, linéaire et gï 2 -équivariante. Alors il existe un sous-groupe ouvert compact H 
de G tel que f soit H -équivariante. 

Question 0.14- — Les cor . 10.121 et 10.131 sont-ils valables pour les représentations de 
Banach admissibles, topologiquement de longueur finie, d'un groupe de Lie p-adiquc 
quelconque ? 

Signalons aussi un sous-produit de la preuve, pour lequel nous ne connaissons pas 
de démonstration plus simple. Une telle démonstration simplifierait considérablement 
l'étude de U s (D) an . 

Corollaire 0.15. — Soient II € Rep i (G) et v € II. Si les applications x 1— y ( J | ) v 
et x ^ i x i) v son t localement analytiques (de Q p dans IL), alors v G II an . 

I. Anneaux de fonctions analytiques 

Ce chapitre peu éclairant introduit un certain nombre d'anneaux de séries de 
Laurent et établit certains résultats techniques dont on aura besoin dans le chap. IVl 
Rappelons que L est une extension finie de Q p , dont on note &l l'anneau des entiers. 
Pour b € N* on note n b = p h ~ 1 (p - 1) et r b = 

1.1. Topologies sur les anneaux. — On munit l'anneau 

ffg = {Y^ a n T n , a„ G &l et lim v p (a n ) = 00} 

* — n— > — 00 

nez 

de la topologie faible, dont une base de voisinages de est constituée des 
p n ûg + T m <^L[[T]], avec m,n G N. On munit son corps des fractions 
S = Gg[l/p] = {J n >ap~ n ûg de la topologie limite inductive. 
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Si a > b > 1, on note g\- ra > rb \ l'anneau des / = Snez ™'^™' analytiques sur la 
couronne r a < v p {T) < r b , définies sur L, que l'on munit de la valuation 

v [Va ' rb \f) = inf v p (f(x)) = inf (v p (a„) + mm(nr a ,nr b )). 
On note Û ,<v g a ' Tb ^ l'anneau de valuation de g^ ra ' rb \ et on pose <#]°^ b ] = Km S 

< a>b 

(c'est l'anneau des fonctions analytiques sur la couronne < V P (T) < r b , définies 
sur L). Soit G g le complété de ^[[î 1 ]]!^^-] pour la topologie p-adique. La preuve 
du résultat suivant est laissée au lecteur. 



Lemme 1.1. — (i) 0g est l'anneau des séries de Laurent ^ keZ a kT k G Gl[[T,T 



-il 



telles que la suite ^ ([v p (ak)] + kr b )k<o es t positive et tend vers +oo quand k —ï — oo. 



la topologie T-adique. Cela munit 0^ Vb ^ d'une topologie naturelle et S (°' r ^ de la 
topologie limite inductive, en écrivant <f(°> r! >] = Uk>G'"~ ' ' / ' ' 



(ii) û [ ; a ' Tb] est l 'anneau des séries de Laurent Xfcgz a kT k G L[[T,T *]] telles que 
la suite (v p (ak) + nrin(fcr&, kr b ))kez est positive et tend vers +oo quand k — > ±oo. 

On note <£ , (°' rb ] = J 5 ]°> r f>] ç\g (c'est le sous-anneau de <?l°' r!> ] formé des fonctions ana- 
lytiques bornées) et G s °' rb ^ le réseau de S (°' ri >l formé des séries à coefficients dans ût,. 
On déduit du lemme ILT1 que Ô' s ' rb ^ = &g b [-îf] et que s ,h est séparé et complet pour 

&~ 

>aP "0g' 

Enfin, l'anneau de Robba S% est la réunion des ^°' r »\ muni de la topologie limite 
inductive et le corps fft = Li b>1 S ,{0 ' rb] est le sous-anneau de M des éléments bornés. 
Il est dense dans M et S s'identifie au complété de S* pour la valuation p-adique. Si 
A G {g,^}, on pose A+ =Af)L[[T]]. 

1.2. Quelques calculs... — Les lemmes techniques suivants seront utilisés dans 
l'étude des vecteurs localement analytiques des représentations unitaires admissibles 
de GL 2 (Q p ). 

Lemme 1.2. — On a pûg fl^C U„>i^' n . 

Démonstration. — Soit / = X^nez a nT n G pffg H . Il existe b tel que / converge 
sur < v p (T) < r b . On a donc limfc_ >00 v p (a,-k) — kr b = oo. En particulier, il existe 
b\ tel que si k > n bl , alors v p (a,—k) > 1 + kr b . Puisque v p (a^k) > 1 pour tout k, on 
en déduit que [v p (a-k)] > kr b+bl pour tout k > 0, donc / G Ô"g b+bl (lemme ILÏT) . 

Lemme L.3. - (i) û [ ^ rb] n fff Tb] C \ûf '. 

(ii) Si f G û ( g' rb] satisfait v^' r ^(f) > N pour un N G N, alors f G ±T Nnb G^ h . 



4. On note [ ] la partie entière. 
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Démonstration. — (i) C'est une conséquence immédiate du lemme ITT] 
(ii) Si r a < v p (x) < r b , on a 

v p (f(x)) - Nn b v p (x) > v^\f) - Nn b r b > 0, 

donc T~ Nnb f G e [ g a ' rb] n ûp rb] et on conclut en utilisant le (i). 

Lemme 1.4- — (i) Si (fk)k est une suite d'éléments de 0g qui converge vers pour 
la topologie p-adique, alors la série X)fc>o (^~) converge dans ûg a,Tb \ 
(ii) Si f G ûg" a ' rb \ alors il existe une suite (fk)k comme dans (i) et telle que 

k><3 

Démonstration. — (i) Il suffit de constater que 

v ^\(I^) k f k )>v^ b \f k ) 

et que, par hypothèse, la dernière quantité est positive et tend vers oo pour k — > oo. 

(ii) Posons pf = Y^kez b kT k et, pour k > 0, posons g k = S™=o 1 P k bkn a +jT : > . Alors 
<?fc G G g tend vers pour la topologie p-adique (car v p {bk) + kr a > 1 pour tout k et 
lim fc ^ +00 v p (b k ) + kr a = +oo) et on a 

fc>0 fc>0 

Pour conclure, il suffit de vérifier que 

J2 k <o b k Tk G @ s lh . Cela découle du lemme EU 

1.3. Actions de (p,ip,T. — On munit les anneaux S" + , Sê + , ûg : ,S$ d'actions 
continues de T = Gal(Qp(/i p oo)/Q )9 ) et d'un Frobenius ip, commutant entre elles, en 
posant ip(T) = (1 + Tf - 1 et a a (T) = (1 + T) a - 1 si a G Z*. L'opérateur <p ne laisse 
pas stable les anneaux ûg b , ff s ° ,rb \ û < g a,rb ^ et S'^ ' r ^ ; il les envoie respectivement 
dans &l' b+1 , 0$' n+l] , ff [ g a+urh+l] et <?]°> r !>+d. Ces anneaux sont, en revanche, stables 
sous l'action de T. 

Le corps S est une extension de degré p de fié?), ce qui permet de définir un inverse 
à gauche ip de (p par la formule 

^(/) =p _ V _1 ( Tr «f/ V («?)/)- 

Alors ?/> laisse stable ûg et ^ , s'étend par continuité à et envoie les anneaux €^L' b+1 , 
4°' rb+l1 , 4 ra+1 ' rt+l1 et dans ûf, &f Tb \ û%" n] et <?J°.^ respectivement. 

De plus, ip commute à T et ip(Yli=o(^ + ^)V(/i)) — /o (tout élément de ou Sê 
peut s'écrire sous cette forme, et une telle écriture est unique). 
Le résultat suivant est parfaitement classique. 

Lemme 1.5. — ^rJS? est une unité de &^À h si b > n. 
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Démonstration. — Voir le lemme II.5.2 de [6]. 

II. (1^3, r)-modules 

Ce chapitre est aussi préliminaire. On rappelle quelques résultats standard de la 
théorie des (ip, r)-modules et on établit deux résultats techniques qui seront utilisés 
dans l'étude des vecteurs localement analytiques de la représentation Tlg(D). 

II. 1. (ip, r)-modules et faisceaux P + -équivariants sur Z p . — Soit A un anneau 
topologique, commutatif, muni d'un endomorphisme continu ip et d'une action conti- 
nue de r, qui commutent. Un (</?, r)-module sur A est un A-module de type fini muni 
d'un endomorphisme semi-linéaire ip et d'une action semi-linéaire de F, commutant 
entre elles. 

Un (<p, r)-module D sur Gg est dit étale si <p(D) engendre D sur Gg. Un (ip, T)- 
module D sur S est dit étale s'il admet un ^-réseau stable par ip et F et qui est 
étale en tant que (tp, r)-module sur 6g. 

On note ^rj?*,^ (resp. $T ct (Gg)) la catégorie des ((p, r)-modules étales sur Gg, qui 
sont de torsion (resp. libres) comme ^-module. Enfin, on note $r et (d') la catégorie 
des ((/?, r)-modules étales sur S . 

Soit D un (ip, r)-module étale. Alors D est muni d'une action de P + donnée par 
( P o a î) ' z = i 1 + T ) b f k °o- a (z), si k G N, a G Z* et b G Z p , et d'un inverse à gauche 
ip de ip qui commute à l'action de T et qui est définie par VKSiLo (1 ~\~T) l (p(xi)) = xç,. 
On utilise ces données pour associer à D un faisceau U M> D K! U sur Z p (où U décrit 
les ouverts compacts de Z p ), équivariant sous l'action de P + , où P + agit sur Z p par 
la formule ( g J ) • x = ax + b habituelle. De manière précise : 

• DMZ p = DctD<%9 = 0, 

• D®(i+p k Z p ) = (V [)DCD 

• La restriction Res i+p k Zp : DMZ p —> D Kl (i + p k Z p ) est définie par la formule 

Res î+pfcZp = (Jï)°^ ^ (o")- 

Remarque II. 1. — Soit "jf le faisceau sur Z p des fonctions continues à valeurs dans L 
et soit &q le faisceau des mesures (i.e le dual de c é'). Le dictionnaire d'analyse fonc- 
tionnelle p-adique fournit une suite exacte 0— )■ $>o —ï D —ï M de faisceaux 
P + -ôqui variants sur Z p si D — S est le (ip, L)-module trivial (la torsion par x 
signifie que l'action de (§ ï) es t multipliée par x(a) 1 )- 

II.2. Surconvergence. — Soit D G $F ct (<^). Si & G N*, on note D+> b le plus 
grand sous- &g b - module M de type fini de D tel que <p(M) C Gg b+1 ■ M (le tout à 
l'intérieur de D). On renvoie à [5j prop. 4.2.6] pour une preuve du résultat suivant : 
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Proposition II. 2. — Si D E $r et (^>), il existe m(D) tel que £)t,m(-D) goit i ibre de 
rang rg ûg (D) sur û]; m(D) , et D^ b = ® e \, m(D) £>t,m(.D) pour tout b > m(D). 

La prop. HL2l permet de définir, pour a>b> m(D), des modules D^' Tb \ D^ ra ' Tb \ 
D ]0,r b ] } D î et Dr . g) en tensorisant £)t,m(0) par M°' r "\ Û^" T "\ S^°' rb \ S\ % respec- 
tivement. Ils ne dépendent pas du choix de m(D) et ils sont libres de même rang que 
D sur les anneaux correspondants. Le choix d'une base permet de munir ces modules 
de topologies naturelles (induites par celles des anneaux de séries de Laurent, voir le 
S qui ne dépendent pas du choix de la base. 

Tous les modules définis ci-dessus sont munis d'une action de L, les modules £>' et 
Z? r i g sont aussi munis d'actions de <p et tp commutant à celle de T et vérifiant ipoip = id 
Le sous- faisceau U^D^MUàeU^DMU est donc stable par P + , et il s'étend 
en un faisceau U M> D rlg Kl U. Par contre, ip ne préserve pas les autres modules : il 
envoie D^ b dans D^ b+1 , D^' r ^ dans D^+ 1 ' rb + 1 \ et D^ ^ dans D^°- rb + 1 l De manière 
analogue, t/j laisse stable et D r [ g , mais il envoie (pour a > b > m(D)) D^ b+1 dans 
£>t' 6 , D^+^+il dans D^' r "\ et D^°' r "+^ dans D^°' r "\ 

Nous aurons besoin de l'estimée plus précise ci-dessous. 

Lemme IL 3. — Soit D E §Y ct (ûg). Il existe l(D) > I tel que, pour tous a E Z, 
k E N* et b > m{D) + k, 

^ k (T a D^ b ) C T [ ^ l[D) D ] ' b ~ k . 
Démonstration. — Si a E Z et si c = [-%■], le lemme lL5l montre que 

ij) k (T a DÏ' b ) C ïP k (T pkc D^ b ) = ip k (ip k (T) c D' i,b ) = T c ^ fe (£> t ' h ). 

On peut donc se contenter de traiter le cas a — 0. Fixons une base ei,...,e<j de 
£)t'm(D) gur ^' m ( £) ) ■ c ' es t aussi une base de D^> b sur ^|; f> pour tout b > m(D). 

Soit Z > 1 tel que p divise l et ^((1 + T) j ei) E T- l D^ m ^ pour G [l,d\ x 

[0,j? - 1]. Alors ^(£>t. h ) c T-'L't.''- 1 pour tout 6 > m(L>), car i>(ff^ b ) C i^.' 6-1 et 
donc 

= £ 4" • e, = + T)V(4' & - 1 )e î . 

i=l j = l j'=0 

Posons ^(_D) = 21 et montrons par récurrence sur k que ijj k (D^' b ) C T^ 1 ^ D^ b ~ k 
pour 6 > m(D) + fc. Pour fc = I, on vient de le faire. Pour passer de k à k + 1, on 
utilise l'hypothèse de récurrence et le lemme IL~5l ce qui donne pour b > m(D) + k 

ijj k+1 {D^ b ) C ^(^(TJ-^Dt.»-*) = T-^ip(D^' b - k ). 

On conclut en utilisant l'inclusion %jj(D^' b ~ k ) C T~~T^"D^ b ~' c ~ 1 (second paragraphe) 
et l'inégalité l(D) > ^ + 
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II. 3. Dualité. — Le module Vt l e des ^-différentielles continues de 6g est natu- 
rellement un (ip, r)-module étale libre de rang 1, une base étant et les actions de 
ip et F étante 



(5) 



_ ( dT \ _ dT ■ c y* . / dT \ _ dT 
a V 1+T / — 1+T ' P ' r \ 1+T / — 1+T ' 

Si D est un objet de $T et (6g), (resp. $L ct (<?), resp. $r°* rs ), on note D le 
(<p, r)-module des morphismes ^-linéaires de D dans 6g (resp. $jîpf, 
resp. {$/6g)jîpf), les actions de et T étant définies par^ 



(6) 



(<r (a;),o- (y)} = a a ((x,y}), si a G Z*. et {tp(x),(p(y)) = (p((x,y)), 

l'accouplement ( , } sur D x D étant l'accouplement naturel. Le foncteur D ^ D 
est involutif et exact. Par extension des scalaires et fonctorialité, l'accouplement ( , } 
induit des accouplements (pour a > m(D)) 



L'application résidu 



et ( , ) : -Drig x i?rig — t ^ 1+T . 



rés : 6l[[T, T _1 ]]dT rés (( V a n T n )dT) = 



O-l 



nez 

induit une application réso : et donc des applications réso : — > L 

et rés : £/6g^^L/6 L . 



1+T 

Si z G D et z G -D, on pose 

{z, z} = rés ((<T_i • z, z)). 

On obtient ainsi un accouplement à valeurs dans L/6l (resp. 6l, resp. L) si D £ 
$r^ rs (resp. D G $L ct (^«?), resp. D G $r ct (<?)). Cet accouplement est parfait, 
i.e. l'application l qui envoie x sur l(x) = (y i— > identifie I) et D* (le dual 

étant muni de la topologie de la convergence simple). On définit par la même formule 
un accouplement parfait { , } entre D Tlg et D Tlg . 

Le résultat suivant sera utilisé dans l'étude des vecteurs localement analytiques des 
objets de Rep L (G). 

Lemme II. 4- — Si D G ^T et (6g), ai,a 2 G Z et b > max(m(D),m(D)), alors 
{T ai &' b ,T a -D^ b } C{xe û Ll v p (x) > ( ai +a 2 )r b }. 



5. La formule ip ) = P i Q m semblerait naturelle, ne fournit pas un (95, r)-module étale. 

6. La condition « D étale » est précisément ce qu'il faut pour garantir l'existence et l'unicité d'un 
tel ip sur D, si D est un (ip, r)-module sur ûg. 
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Démonstration. — Soient z G D^ b , z G D^ b . Puisque " ^ ' est inversible dans 0g b , 
il existe / G 0g tel que 

(^r>-i(^>=/^- 

Puisque ( , ) est ff'J -linéaire, on a 

{T ai i,T a2 z} = rés (T ai+a2 /i^)- 
En écrivant / = X^nez b n T n , un petit calcul montre que 

rés (T^+ a VTfT) = EM^-i-^+a,)-;, 

j>0 

la convergence de la série étant assurée par l'inégalité v p (b n ) > —nrt,, si n < 0. Cette 
inégalité permet aussi de montrer que 

z; p (rés (T ai + a2 /T^)) > (ai + a 2 )r b , 
si ai + a,2 > ; le cas ai + ai < étant trivial, cela permet de conclure. 

II. 4. Les modules D nl , D" et DK — Les modules ci-dessous font l'objet d'une 
étude détaillée dans chap. II]. 

Définition ILS. — (i) Si D G <$>Y et (ûg) U $rgj ra on note D nr = n„>i</? n (L>) et 
£>++ = {ieH| lim ^"(x) = 0}, D+ = D ++ © D nl . 

n— >-oo 

(ii) Si D G $rjr* ra , on note D^ et £)" les orthogonaux respectifs de D + et £> ++ , pour 
l'accouplement { , }. Si D G §T et (ûg), on pose D' = lim fe (D /p k D)'' , pour ? G {y}. 

On étend ces définitions aux (ip, r)-modules sur #, en choisissant des réseaux stables 
par if et F et en tensorisant par L (les objets obtenus ne dépendent pas des choix). 

Proposition IL 6. — Si D G ^T et (ûg ) U §Tf om , alors : 

(i) D nl et D^ / D^ sont des G^-modules de type fini. Si D est de torsion, alors D nr 
est le dual de D^jD^. 

(ii) D^ et D® sont des sous 6 f[[T]} -modules compacts de D, qui engendrent D et 
sur lesquels ip est surjectif. 

(iii) Si D est de torsion ou si D est irréductible de rang > 2, alors D^/D^ est un 
6^-module de longueur finie. 

Démonstration. — Toutes les références sont à [7j- Le (i) suit de la prop. II.2.2 et de 
la prop. II. 5. 19. Le (ii) découle de la prop. II. 6. 3. Enfin, (iii) est le cor. II. 5. 21. 

On déduit de la proposition ci-dessus que si D G <&T ct {$), alors D nr et D^/D^ 
sont des L-espaces vectoriels de dimension finie et que D nr est le L-dual de D^/D^. 
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De plus, si D est irréductible de dimension > 2, alors = car D™ — 0. Cela 
est faux si D est de dimension 1, car dans ce cas D^/D^ est un L-espace vectoriel de 
dimension 1 puisque D nr est de dimension 1. 



III. L'image du foncteur II M> -D(II) 

Dans ce chapitre on démontre le théorème 10.81 de l'introduction (ainsi que les ver- 
sions entière et de torsion de ce théorème) . Les résultats obtenus n'ont pas d'hypothèse 
sur p, car ils n'utilisent pas [8, th. II. 3. 3], |20[ th. 0.1.1] ou [21 . Beaucoup des ar- 
guments qui suivent sont tirés de [7] et des chap. II et IV de [8] mais nous avons 
explicité certains résultats implicites dans [8] (comme ceux du § IIII.10I qui ne sont 
rédigés que dans le cas de torsion dans [8]), rajouté des sorites sur les invariants par 
SL2(Qp), simplifié la démonstration de résultats clefs comme les th. IIII.21I et IIII.481 
et introduit la notion de paire G-compatible qui rend la présentation des résultats 
plus agréable. 



III. 1. Représentations de G. — Si A est un anneau commutatif et si H est un 
groupe topologique, une A-représentation de H est un A[7J]-module à gauche. Une 
telle représentation II est dite lisse si le stabilisateur de tout v £ II est ouvert dans H 
et lisse admissible si de plus 11^ est un A-module de type fini pour tout sous-groupe 
ouvert compact K de H. 

Nous aurons besoin des catégories suivantes de représentations de G = GL 2 (Q P ) : 

• Rep tors (G) est la catégorie des ^-représentations lisses de G, de longueur finie et 
ayant un caractère central]£2i Tout II e Rep tors (G) est de torsion comme ^-module, 
et admissible d'après les travaux de Barthel-Livné [2 et Breuil [3]. 

• Rep^(G) est la catégorie des ^-représentations II de G, ayant un caractère 
central et telles que II est un ^-module séparé et complet pour la topologie p-adiquc 
(i.e. II = limn/p ,l n), sans p-torsion et tel que n/p ,l n G Rep tors (G) pour tout n. 

• Rep L (G) est la catégorie des L-représentations de Banach de G qui admettent un 
^-réseau ouvert, borné, stable par G et appartenant à Rep^> £ (G). Rep £ (G) est donc 
la catégorie des L-représentations de Banach de G, qui sont unitaires, admissibles au 



sens de |23| . résiduellement de longueur finie 



et à caractère central. 



7. Qui n'est pas forcément unique. 

8. La condition « résiduellement de longueur finie » implique « topologiquement de longueur 
finie » de manière évidente. Paskunas 1211 a montré (au moins si p > 5) que ces deux conditions sont 
en fait équivalentes. 
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Si II E Rep tors (G) (resp. Rep^(G), resp. Rep L (G)), on note II* le dual de Pon- 
tryagin (resp. le 0l ou L-dual continu) de II, que l'on munit de la topologie faible 
(i.e. celle de la convergence simple) et de l'action évidente de G. 

Si ô : Q* — > est un caractère unitaire, on note Rep tors (5) (resp. Rep^((5), 
resp. Rep L (£)) la sous-catégorie de Rep tors (G) (resp. Rep^. £ (G), resp. Rep L (G)) des 
représentations sur lesquelles (j agit par multplication par S(a). Par définition, 
Rep tors (G) (resp. Rep^ (G), resp. Rep L (G)) est la réunion des Rep tors (<5) (resp. 
Rep0 (ô), resp. Rep L (<5)), pour 5 unitaire. 

Si 771, 772 sont des caractères continus de Q*, à valeurs dans k* L (resp. on note 
Ind(?7i (8 172) l'espace des fonctions <f> : G —> (resp. tj> : G — > L), continues, telles 
que (j) ((g h d ) g)) = J7 X (0)172 (d) j '(g) pour tous a, d E Q*, b E Q p et g 6 G, que l'on 
munit de l'action de G définie par (h ■ <f){g) = (j>{gh). Alors Ind(^i (8)172) est un objet 
de Rep tors (171172) (resp. Rep i (i7ii72))- Le résultat suivant est parfaitement classique. 

Proposition III. 1. — (i) Si 171 7^ 172, la- représentation Ind(i7i (8172) est irréductible 
(resp. topologiquement irréductible). 

(ii) Si rj\ = r]2, la jonction 5 1 — > 771 o det g engendre une sous-représentation de 
dimension 1 sur laquelle G agit à travers le caractère 171 o det g, et le quotient est 
une représentation irréductible ( resp. topologiquement irréductible ) de G, de la forme 
St (8 (171 ° det g), où St est la steinberg (resp. la steinberg continue,). 

Les composantes de Jordan-Hôlder des Ind(i7i (8 172) sont dites ordinaires] les ob- 
jets absolument irréductibles de Rep tors (G) ou Rep L (G) qui ne sont pas ordinaires 
sont dits super singulier s. Il n'est pas très facile de construire des i-représentations 
supersingulières par de purs procédés de théorie des représentations, mais les th. IIII.4I 
et IIII.15l en donnent une classification complète en termes de (</?, r)-modules. 

III. 2. Le foncteur II M> -D(II). — On note P = ( ^ le sous-groupe mirabo- 
lique de G et P + le sous-semi-groupe ( z p~{°} z p ) de P. 

Soit II un objet de Rep tors (G). Si W C II est un sous- ^-module de type fini, 
stable sous l'action de GL,2(Z p ) et qui engendre II comme G-module (un tel W existe 
car II est de longueur finie, cf. O lemme III. 1.6]), on note : 

• Z>V( n ) le dual de Pontryagin de P + ■ W. 

• 1)^(11) l'ensemble des 74 e II* nuls sur g ■ W pour tout g E P — P + . 



18 



PIERRE COLMEZ & GABRIEL DOSPINESCU 



D^y(TV) est stable par P + car P - P+ est stable par multiplication par g 



g G P + ; il admet donc une structure naturelle^! de (ip, r)-module sur <7/,[[T]]. On 
définit alors 

£>(n) = ffg ®<? L [[T\] D+,(U) 

et on montre [8] th. IV. 2. 13] que D(U) £ ^rfors a seUie difficulté est de vérifier 
que -D(Ll) est de longueur finie). De plus, D(H) ne dépend pas du choix de W et 
LT i-> D(H) est un foncteur foncteur exact contravariant de Rep tors (G) dans $r°* rs . 
Si LT e Rep^. (G), on pose 



D(IÏ) = lim D(U/p n U). 

n 

Enfin, si II G Rep L (G), on choisit un ^-réseau ouvert IIo, borné et stable par G, et 
on pose D(H) = L ®& L -D(IIo) (cela ne dépend pas du choix de IIo). On obtient ainsi 
des foncteurs exacts contravariants Rep^(G) -> <èY ct (ûg) et Rep L (G) -> $r ct ((?). 

Remarque III. 2. — Il est clair que le foncteur II h4 D(H) tue les objets de type 
fini sur Gl (ou L) mais, comme on le verra (th. IIII.4|I . c'est la seule information que 
l'on perd en utilisant ce foncteur, ce qui est assez remarquable car la construction de 
D(U) n'utilise que peu d'information sur II. 

III. 3. Le résultat principal. — Soit S : Q* — ï G£ un caractère unitaire et soit D 



un (ip, r)-module étale P°)| . Les constructions de [8, chap. II] fournissent un faisceau 
G-équivariant sur P 1 = P 1 (Q p ), dont l'espace des sections sur U est noté DM$U . Par 
construction, on a D Mg Z p = D (et la restriction du faisceau à Z p muni de l'action 
de P + est le faisceau du § III. 1[) et le caractère central du G-module D Kl,5 P 1 est ô. 
De plus, si U est un ouvert compact de Q p , l'extension par permet de considérer 
D Ms U comme un sous-module de D P 1 . Le module DM5U est alors stable sous 
l'action du stabilisateur de U ; en particulier, D = UKI^Zp est stable par l+pM2(Z p ) 
puisque ce groupe stabilise Z p C P 1 . 

Si w = (iq), l'application z — > (Resz p (z), Resz p {wz)) induit une injection de 
D Kl«5 P 1 dans D x D, ce qui permet de munir D KI5 P 1 d'une structure de G-module 
topologique (D étant muni de la topologie faible). Plus précisément, si on note wg 
la restriction de l'action de w à D^ =Q = D Z*, alors D P 1 s'identifie au sous- 
ensemble de D x D des (zi, Z2) vérifiant Resz*Z2 = w^Resz-zi). 



9. Les actions de ip et V sont celles de ® ) et ( Z P ° j ; la structure de Ûl [[T]]-module est induite 

par l'action de H z v ) et l'isomorphisme standard ^l[[T]] ~ Û L [TH Z 1 p )]]- 
10. Cela signifie que D est un objet d'une des catégories "^rj^, $r ct (âg) ou <£>r et (<S*). 
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Remarque III. 3. — Comme G est engendré par (g ° ) . ( Z Q p ° ), w et ( J 1+ ^ Zp ) et 
comme P 1 = Z p U w ■ pZ p , l'action de G sur D P 1 est complètement décrite par 
les formules suivantes. 

• Si z G D = D Kl 5 Z p , si a G Z* et si 6 G Z p , on a 

(?°) * = (8S)* = ^aW, (H)z=(l + Tf.Z. 

• Si z = (z%, z 2 ) G DM S P 1 , on a wz = (z 2l z 1 ), Res z „ (10 (g z) = 6(p)i/j(z2) et, 



(11) 



si 6 e pZp, ReSpZp («>(o i)*0 = "6 (R-es p z p (2 2 )), oùt 

u b = ô(l + b)(l - 1 ) o w s o ( ( 1 +^ 2 Ki+fc)- 1 ) o W5 o ( 1 (i+J)- 1 ) 
sur Z) Ha pZ p . 

Soit < ^'tors(<5) C <&P?* rs l'image de Rep tors (5) par le foncteur LT h-> U(II). On définit 
de manière analogue les catégories 'rfe L (5) et %(<J). Il résulte du th. IIII.4I ci-dessous 
que les objets de ces catégories sont exactement les (<p, r)-modules D tels que (D, S) 
soit G-compatible (cf. def. IIII.9[) . 

Théorème III. 4- — Si S : Q* — > 0^ est un caractère unitaire, alors : 

(i) fétors(^) est stable par sous-quotients. 

(ii) Si De % mB {S), alors D G ^tors^" 1 )- 

(iii) Il existe un foncteur covariant D — > ïl$(D) de ^tors(^) dans Rep tors (<5) tel que 
pour tout D G ^tors(<5) on ait une suite exacte de G -modules topologiques 

0->ILj-i(.D)* — s> D \3$ P 1 -+Tl s (D) -+0. 

(iv) Les fondeurs II M> -D(IÏ) et D ^ Tls(D) induisent des anti- équivalences quasi- 
inverses exactes entre Rep tors (<5)/5 1 et ^tors(<5)) où S est la sous-catégorie de Rep tors (5) 
formée des représentations de type fini comme û^-module. 

(v) Les résultats précédents restent valables si on remplace fétors(^) V ar 

(resp. ^(6)) et Rep tors (5) par Rep^ L ((5) (resp. Rep £ (<5),) et Ûl V ar @L (resp. L) 
dans la définition de S . 

Remarque III. 5. — La suite exacte -4 U s -i(D)* -> D P 1 -> ^(D) ^One 
détermine pas uniquement ïl$(D) et Tlg-i(D) mais presque (en fait, si D G fétors(^) 
(resp. D G fé/,(<î)) n'a pas de sous-quotient isomorphe à kg{rj) (resp. S{rj)) : avec 
S = rj 2 ou S = rj 2 x~ 2 , alors Hs(D) et 11,5-1(1?) sont uniquement déterminés par 
la suite exacte). Nous donnerons une construction explicite de ces représentations 
(cf. def. IIII.9[) ce qui permet de restaurer l'unicité dans tous les cas. 



11. La formule de \5\ pag. 325] comporte quelques fautes de frappe. 
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La preuve de ce théorème occupe la quasi-totalité de ce chapitre. Les (i). (ii) 
et (iii) s'obtiennent en mélangeant le cor. IIII.221 les prop. [TTÏ.28I et [LU. 431 ainsi que 
les th. IIII.44l et lIH.48l Pour le (iv), il faut en plus utiliser la prop. IIII.301 

III. 4. Paires G-compatibles. — Soit D un (ip, r)-module étale. L'application 
x — > (Rcsz p ( p J) x ) n>0 induit un isomorphisme 

DM S Q P = {(x„) neN , x n S D et ip(x n+ x) = x n }, 

et on munit D Q p de la topologie induite par la topologie produit sur D N . 

Remarque III. 6. — Comme on passe de P 1 à Q p en n'enlevant qu'un point, la 
restriction à Q p est presque injective |8, prop. IL 1.14] : 

Ker(Res Qp : D M s P 1 -> D M s Q p ) = {(0, z 2 ), z 2 G D m }. 
Si ? e {U}, on pose 

D- M s Q p = {D M s Q p ) n (D ? ) N . 
Si D e <&T ct {ûg) U $r|* rs , c'est un sous-module compact de D Q p . 

Proposition III. 7. — Soif L> e $L^ rs U $L ot (^). 

(i) Si M est un sous G^-module fermé de D Eï$ Q p , stable par P, il existe un 
sous-objet D\ de D tel que 

D\ ®s Q P C M c D\ ® s Q p . 

En particulier, M C £>" M s Q p et ^ s Q p C M, si Res Zp (M) engendre D en tant 
que (ip , r) -module. 

(ii) (L> B M s Q P )/(D^ ^ s Qp) est isomorphe à D^/D* et est de type fini sur G L . 

(iii) Le joncteur D t— >■ Pr Q p est exact. 

Démonstration. — Le (i) correspond au th. III.3.8 de [7] (noter que le caractère 5 
ne joue aucun rôle quand on considère la restriction à P). Le (ii) correspond aux 
prop. III.3.1 et cor. III.3.2 de [7], et le (iii) au th. III.3.5 de [7J. 

On définit des sous-B-modules [fermés si D G $L°* rs U $L et (^)] de DMsP 1 par : 

® s P 1 = Rcs Q i(Z?» M s Q p ), (£>* M s P 1 )^ = Res^D* M s Q p ). 

On pose M s P 1 = {D* M s P 1 )^ si D e <$>T? OIS U $L ot (<?), et[ 
M s P 1 comme le saturé du ^-module (D^ M 5 P 1 )^ si D e $L e 



(12) 



on définit 



12. Le sous-module (D^ Mg P 1 ) n s de D Mg P 1 n'est pas forcément saturé p-adiquement, voir la 
rem. VII. 4.28 de 151. 
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Remarque III. 8. — M s P 1 )/^ M s P 1 ) et (D* ® s P 1 )/(D 1 ' M s P% s sont de 
type fini (sur ou L suivant les cas) et sont nuls si = DK En effet, D$ M$ Q p 
est saturé, et donc M s P 1 aussi, ce qui fait que D* P 1 C £>' S 5 P 1 et que 
(D^MsP 1 ) / (D^gP 1 ) est un quotient de M s P^/CD^aP 1 )™. Or, par définition, 
ResQ p induit une injection de (D tt B 5 P 1 )/(L> l 'B 5 P 1 ) ns dans (D^M s Q p )/ (D^M s Q p ) ^ 
D*/D* (cf. (ii) de la prop. lITL7| . 

Définition III. 9. — On dit que (D, S) est G-compatible si D^M^P 1 est stable par G. 
Dans ce cas, on pose 

n a (£>) = (D H, P 1 )/^ MsP 1 ). 

Remarque III. 10. — Si / : D\ — > D2 est un morphisme de (ip, r)-modules, / induit 
un morphisme équivariant du faisceau attaché à (D±,ô) dans le faisceau attaché à 
(D2,5) (cela résulte de la construction du faisceau D — >• D Mg U). En particulier, / 
induit des morphismes de G (resp. _B)-modules topologiques / : Di^gP 1 — > D2&Q5 P 1 
(resp. / : D x M s Q p D 2 ^5 Q P ). Si ? G {)), t]}, alors / envoie £)J dans D\ et donc 
/ envoie D[ Ms Q p dans D\ S$ Q p et P 1 dans Z?^ P 1 . Il en résulte que si 

(Di,5) et (D2,S) sont G-compatibles, alors / induit un morphisme G-équivariant de 
n«(Di) dans n«(£> 2 ) 

Proposition III. 11. — Si (D,ô) est G-compatible, alors Tls(D) est un objet de 
Rep tors (G), Rep^ L (G) ou Rep L (G), suivant que D € $r^ rs) D e <&T ct (ûg), ou 

d e $r ct (<r). 

Démonstration. — Cf. [8j lemme II.2.10] : la seule difficulté est de prouver que les 
objets obtenus sont (résiduellement) de longueur finie (voir la prop. IIII.27I pour une 
justification de cette finitude). 

Remarque III. 12. — Soit (D,ô) une paire G-compatible. 

(i) Si D 6 $r^ rs U $r et (^<r), alors D ! M s P 1 est compact, si ? G {tj,(J}. En effet, 
z M> (Resz p z, Resz p w ■ z) permet d'identifier D» M$ P 1 à un sous-module fermé de 

, ce qui prouve qu'il est compact. Le même argument montre que (D^ E^P 1 )^ 
est compact, et la rem. IIII.81 permet d'en déduire le résultat pour 

(ii) Si D e $Ito rs U <&T ct {ûg) est non nul, alors U S (D) n'est pas de type fini 
comme -module. En effet D^ ŒQg P 1 es t compact et donc son intersection M avec 
D = D M$ Z p aussi, ainsi que l'image M de M dans Ul <£> D. Il en résulte que 
(fci ® D)/M est de dimension infinie sur fcz, et donc que l'image de D dans Tls(D) 
n'est pas de type fini sur @l. 

(iii) Si -D G $r et (^) est non nul, alors Hg(D) est de dimension infinie sur L (cela 
résulte du (ii) en tensorisant par L). 
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Proposition III. 13. — Soit D un (ip, F) -module étale et soient ô,r) : Q* — > 
des caractères unitaires. Si (D, S) est une paire G -compatible, il en est de même de 
(D(rf), Sr/ 2 ) et on a un isomorphisme de G-modules de Banach 

Tl(D{r]),ôr] 2 ) ~ ÏL(D, 6) <g> (77 o det). 

Démonstration. — C'est une conséquence de l' isomorphisme (cf. [8, prop. II. 1.11]) 
D(rj) S 5)) 2 P 1 = (D ®s P 1 ) ® 07 ° det). 

Proposition III. 14- — Si A G {kg, <S) et si D est de rang 1 sur K, alors (D, S) est 
G-compatible pour tout S. Plus précisément, si 61,62 sont deux caractères unitaires : 

(i) On a un isomorphisme de G-modules topologiques 

A(*i)1 M Sl s 2X -i P 1 = (Ind(tfi ® 62X- 1 ))* ® (M2X" 1 ° det). 

(ii) L'application z 1— > 0^, avec (j) z {g) = reso (Resz p (tu gz) , induit un isomor- 
phisme de G-modules topologiques 

Tl SlS2X - 1 (A(6 1 )) = lnd(6 2 (g>6 lX - 1 ). 

Démonstration. — Il s'agit d'une traduction de l'analyse fonctionnelle sur Z p : voir 
la rem. II. 1.1 de [8 ou la prop. 4.9 de [TU] , 



Théorème III. 15. — (i) D est de rang 2 et si ôjj est le caractère x^ 1 det D, 

alors (D,Ôd) est G-compatible et si D est indécomposable, Sd est l'unique caractère S 
de Q* tel que (D,ô) soit G-compatible. 

(ii) Si D est absolument irréductible de rang > 3, alors {D,ô) n'est G-compatible 
pour aucun choix de S. 

Démonstration. — La G-compatibilité de (D, Sd) est le résultat principal du chap. IV 
de [8] . Le reste de l'énoncé est une conséquence des travaux de Paskunas |21) . 

Remarque III. 16. — La G-compatibilité de (D,6d) est valable, plus généralement, 
pour une déformation d'un (ip, L)-module de rang 2, i.e. pour un (ip, r)-module de 
rang 2 sur A ®l S où A est une L-algèbre artinienne. Ce genre de considération joue 
d'ailleurs un grand rôle dans la démonstration de la G-compatibilité de (D, 6d) pour 

D e $r ct ((T). 



13. Un des ingrédients de la démonstration de la G-compatibilité de (D,So) est la zariski-densité 
de l'ensemble des (ip, r)-modules cristallins dans l'espace des ((/?, r)-modules. Si p = 2, cette densité 
n'est pas connue dans le cas ou le semi-simplifié de la réduction modulo p de D est la somme directe 
de deux caractères égaux. Les résultats d'unicité reposent sur les travaux de Paskunas qui supposent 
p > 5. Il y a donc quelques restrictions provisoires à la validité de l'énoncé. 
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Proposition III. 17. — (i) Soit D £ $T ct (ûg). Alors (D,ô) est G-compatible si et 
seulement si (D/p k D,S) est G-compatible pour tout k > 0. 

(ii) Une paire (D, S) est G-compatible si et seulement si M$ P 1 est stable par G. 

(iii) Si D e $Tf otB U $r ct (ûg) , et si (D,8) est G-compatible, le module D$ M s P 1 
est le plus grand sous-module compact de D M$ P 1 stable par G. 

Démonstration. — Ces énoncés sont contenus dans la prop. II.2.6 de j8] (et sa preuve). 

III. 5. Le sous-module D + de Z^S^P 1 . — On note Eq p le complété de la clôture 
radicielle de F p ((T)). Il est muni d'actions continues de <p et T (on a <p(T) = T p et 
a a (T) = (1+T) a — 1). Soit Âq p = WÇËq p ) l'anneau des vecteurs de Witt à coefficients 
dans Eq p . Si x G Eq p , on note [x] le représentant de Teichmuller de x dans Aq p . 
L'anneau Aq p est naturellement muni d'actions de (p et T, que l'on étend par 0^- 
linéarité à l'anneau ûg := Ûl ®z Aq p . Si b G Q p et n > 1 est tel que p n b G Z p , on 
pose 

oo 

[(1 + T) b ] = <p- n ((l + Tf" b ) = <p- n (J2 ( P l b ) Tk ) 6 

Cela ne dépend pas du choix de n et on a [(1 + T) b+C ] = [(1 + T) b ] ■ [(1 + Tf] si 
b,c e Q p . 

Si D est un (ip, r)-module étale, on pose D — ûg ®e g D, que l'on munit d'une 
action du mirabolique P en posant, si fc G Z, a e Z*, 6 £ Q p , 

(^î)z = [(i + T)VK(2))- 

Cette action laisse stable le sous-module D + de D, formé des x 6 D tels que la suite 
(ip n (x)) n soit bornée dans D. 

Proposition III. 18. — Si D e $rf OIa U $r et (^), alors D/D+ est un û L [B]-module 
(resp. un L[B]-module topologique) de longueur égale à celle de D. En particulier, si 
D est irréductible, il en est de même de D/D + comme B -module (topologique). 

Démonstration. — C'est une reformulation de [7j prop. IV. 5. 6] et de sa preuve. 

Remarque III. 19. — La démonstration de [7] prop. IV. 5. 6] repose sur le fait que 
D/D+ est le dual de & M Q p (cf. [3 prop. IV. 5. 4]), ce qui permet d'utiliser le (i) de 
la prop. lHL~7l (Le. th. III. 3. 8]) pour déterminer la longueur de D/D + . 

Soit /„ = [0, l[np~"Zp et soit I la réunion croissante des I n . C'est un système de 
représentants de Q p /Z p et on montre lemme IV. 1.2] que tout élément z de D s'écrit, 
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de manière unique, sous la forme z = 5Z ie j[(l + T) l ]zi, avec g Z? et lhrii_ ! . 00 2j = 0. 
D'après [8] lemme II. 1.16], la suite de terme général 

Y.dD^^DMg p- n Z p c D M s P 1 

iei n 

converge dans D P 1 et on note i(z) sa limite. On montre [7] lemme IV. 2. 2] que 
i : D — > D Sa P 1 est une injection P-équi variante, qui envoie D + dans (Z? 11 M$ P 1 ) n s 
car Res Zp D+ c DK (Tout ceci ne suppose pas que (D,5) soit G-compatible.) 

III. 6. Dualité. — Si D est un (ip, r)-module étale, on étend [8] th. II. 1.13] l'ac- 
couplement { , } sur D x D en un accouplement G-équi variant et parfait { , } P i sur 
(D M s -i P 1 ) x (D M s P 1 ), en posant 

{(zi,z 2 ), (zi,z 2 )}pi = {h,zi} + {ip(z 2 ),ip(z2)}- 

Dans cet accouplement, D Mg-i U et D Kl «5 V sont orthogonaux si U et V sont des 
ouverts compacts de P 1 tels que U n V = (on se ramène à prop. III. 2. 3] en 
utilisant la G-équivariance) . 

Lemme III. 20. — Soit D un ((p, F) -module étale et S : Q* — > 0^ un caractère 
unitaire. Alors l'orthogonal de D + dans D P 1 est inclus dans & El^-i P 1 . 

Démonstration. — Le cas D G $r ct ($) se déduit par tensorisation par L ; on suppose 
donc que D G $Tf OTS U $r ct (^). Soit N l'orthogonal de D+ dans D M s -i P 1 . Il est 
stable par P, car D + l'est. 

Supposons que D est de torsion. Si x = {x\, x 2 ) G N, alors pour tout y G D + C D + 
on a {xi, y} = {x, y}pi — 0, donc Xi est orthogonal à D + et x\ £ D^. En appliquant 
ceci à ( p " °) a; pour tout n > 0, on obtient lêfl* P 1 et donc N d P 1 . 

Supposons maintenant que I? G < i>r ct (^ > ( f ) et soient = D/p k D et c tel que p c tue 
le conoyau de D + — > pour tout k (l'existence de c découle de lemme IV. 5.1]). 
Donc, si x G V, alors p c x (mod p k ) est orthogonal à Z)^~ et, d'après le cas de tor- 
sion, on a p c x (mod p k ) G £>)■. P 1 . En passant à la limite projective on obtient 
p c x G (& M s -i P 1 )^ et donc x G & M s -1 P 1 , ce qui permet de conclure. 

Théorème III. 21. — Si (D,ô) est une paire G-compatible, alors D^ P 1 est 

l'orthogonal de D+ et de M s P 1 dans D P 1 . 

Démonstration. — En utilisant le lemme [ÏII.20I et l'inclusion D + C P 1 , il suffit 

de montrer que ^$ P 1 est orthogonal à P 1 . Quitte à remplacer D par 

D/p k D et à passer à la limite, on peut supposer que D est de torsion. 

Soit M l'orthogonal de Eïg P 1 . Alors M est fermé (c'est un orthogonal) dans 
& M s -i P 1 (lemme IIÏL2Ô]) . et donc M est compact (rem. IIII.12I) . Il s'ensuit que 
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ResQ p (M) est un sous P-module compact de &• M$ Q p , et comme Resz p (M) contient 
D ++ (car M contient D ++ C -t^ Kl^-i P 1 ), qui engendre £>, on en déduit (cf. (i) de la 
prop. HÏL7| queRes Qp (M) = D^M S Q P et donc (rem. ETê]) L^-iP 1 C M+(0,ï> nr ). 



Ainsi, £)'' P 1 est lui-même compact P 4 ^! car (0, _D nr ) est de longueur finie sur ^ 



(prop. [ÏLÏÏ]) . Le même argument montre alors que ResQ p (M) = Q p , si M est 

l'orthogonal de £>" P 1 . 

OnadoncZ^KUP 1 C Af+(0,£> nr ) et Z^KUP 1 C M+(0,D nr ), et il reste à voir que 
M + (0, î> nr ) est orthogonal à M + (0, D nl ). Or, on a vu que M + (0, D nr ) C ® 5 P 1 
et, par définition, M est orthogonal à D^K^P 1 , donc M est orthogonal à M + (0, Z? nr ). 
En faisant la même chose avec M et en utilisant le fait que D nl est orthogonal à D nT 
car D nr C £> + et Z? nr C I? 11 , cela permet de conclure. 

Corollaire III. 22. — Soit (D,5) une paire G -compatible. Alors : 

(i) (l),(5 _1 ) est G -compatible. 

(ii) On a un i somorphisme de G-modules topologiques Hg(D)* ~ Éfi Klj-i P 1 et 
dans ILj (D)*. 



Z) + est dense 



(15) 



(iii) On a une suite exacte de G-modules topologiques 

o ->• n 5 -i (£>)* -^d^p 1 ^ n 5 (D) -4 o. 

Démonstration. — Cela découle du théorème précédent et du fait que { , }pi est 
G-équivariant (pour le (i)) et parfait (pour le reste). 

III. 7. Un modèle de Tl 5 (D). — L'application Res Qp : D Kl a P 1 -> D M s Q p est 

£>-équivariante et son noyau est inclus dans (D^ P^ns par définition de ce module. 
Si -D G $L ct (^) et si ? G {\\, R}, on pose (L> ? H 5 Q p ) b = (Dg K 5 Q p ) L, pour 
n'importe quel réseau Z?o de stable par ip et F. 

Proposition III. 23. — Soit (D,S) une paire G-compatible. Posons X = Q p 
si D Çz $F^ rs U $F ct (^) ei X = (Z^ Kl 5 Q p ) b si D <E $F ot ((?). ^/ors Res Qp induit 
une suite exacte 

-> (0,D nr ) -)• (D" K 5 P 1 )^ -)• X -)• 0. 

Démonstration. — L'exactitude à gauche est immédiate, celle au milieu résulte de la 
rem. IIII.6l Par définition, ResQ p ((D^aP 1 ),^ C X . Pour démontrer la surjectivité, on 
peut supposer que D 6 $r^ rs U$r ct (^). Alors (D^P 1 )™ est compact frem. IIII.12l) 
donc son image par ResQ p est un sous-P(Q p )-module compact de Q p , qui 



14. Cela n'a rien de trivial à cet instant, car nous ne savons pas encore que (D,S 1 ) est G- 
compatible. C'est d'ailleurs ce que nous cherchons à montrer... 

15. Rappelons que tous les duaux sont munis de la topologie faible. 
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contient D + ; le (i) de la prop. HII771 permet donc de montrer que cette image contient 

Corollaire III. 24- — Soit (D,6) une paire G-compatible telle que D nl ' = 0. 

(i) Si D G $r^ rs; on a un isomorphisme Ils(D)* ~ &■ ^g-i Qp de B-modules 
compacts. 

(ii) Si D G <J>r et («?), on a un isomorphisme TLs(D)* ~ {D^ Q p )b de B-modules 
topologiques. 

Démonstration. — Cela découle du cor. IIII.221 et de la prop. lLTÏ.231 

Corollaire III. 25. — Si (D,5) est G-compatible, avec D G $r^ rs U $r ct (<f), alors 
l'inclusion de D dans D M$ P 1 induit une suite exacte de B-modules topologiques 

-> D/D+ -> U S (D) -> D tt /-D^ -> 0. 

Démonstration. — Commençons par le cas de torsion. Alors D^/D^ est le dual (de 
Pontryagin) de D nl et D/D+ est le dual de & \S s -i Q p (rem. 1111.19p . En utilisant 
le th. IIII.2H on voit que la suite exacte demandée est obtenue en dualisant la suite 
exacte 

->• (0, D nI ) -> £>^ P 1 -4 M s Q p -> 

de la prop. IIII.231 ce qui permet de conclure. 

Supposons que D G $r et (<^» et posons £> fc = D/p k D. Alors L^/D 11 est la limite 
projective des D\fD\ et D/D + est la limite projective des D^/D^ ([7J lemme IV. 5. 3] 
pour ce dernier). L'application naturelle Dk+i — > est surjective, car D^+i se 
surjecte sur D^. Il en est donc de même de l'application L>k+i/D^ +1 — » Dk/D^. 
Ainsi, en passant à la limite dans 

-»• D k /D+ -> n^Dfe) -». -> 

on obtient bien une suite exacte 

-> D/£> + -> ]jmILj(.D fc ) -> D*/^ 0. 

On aIIj(l0D) = L ® 11^ (D) puisque ILj(D) est le quotient de ^imlI^-Dfc) par son 
^-module de torsion; on en déduit le résultat pour un objet de $r et (d'). 

Remarque III. 26. — Dans le cas D G §T ct {ûg ), il résulte de la preuve ci-dessus 
qu'il faut modifier la suite exacte de la proposition en remplaçant 11,5(1?) par 
\^mXVs(Dk) ou bien en quotientant D^/D il par son ^-module de torsion. 

Proposition III. 27. — Si (D,S) est G-compatible, avec D G $Tf ors U $r ot (<?), 
alors ILj(-D) est un B-module (topologiquement) de longueur finie, et donc aussi un 
G -module (topologiquement) de longueur finie. 
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Démonstration. — C'est une conséquence du cor. IIII.251 de la finitude de la longueur 
de D/D+ fprop. |ÏÏLÏ8|l et de celle de A/ A (prop. [THë]). 

III. 8. Presque exactitude de D — > Hg(D). — Si (Di,S) et (D2,S) sont des 
paires G-compatibles (noter que S est le même dans les deux paires) et si / : D\ — >■ D2 
est un morphisme de (ip, r)-modules, la rem. lIII.lOl montre que / induit un morphisme 
G-équivariant continu / : Hs(Di) — > ïlg(D2). 

Proposition III. 28. — Soit Q ^ D\ ^ D ^ D2 ^ Q une suite exacte dans une 
des catégories §Tf ms , §T et {Ûg), $L et (<f). Si (D,ô) est une paire G -compatible, alors 
(Di,ô) et (D2,ô) sont des paires G-compatibles. 

Démonstration. — P our montrer que (Di,<5) est G-compatible, il suffit fprop. lïïl.f 7ft 
de montrer que |( 16 )| d\ P 1 est stable par G, ce qui résulte de ce que D\ Mg P 1 = 
(Dx M s P 1 ) n (A M s P 1 ) par exactitude du foncteur D -> D$ M s Q p fprop. HÏTT7|) . 

Pour montrer que (D2,ô) est G-compatible, on dualise la suite exacte — > D\ —ï 
D — > D2 — > et on obtient une suite exacte — ï D2 — > D —ï D\ — > 0. On conclut 
alors en utilisant ce que l'on vient de démontrer et le cor. IIII.22I 

Remarque III. 29. — La réciproque la prop. HTÏ.28I est presque toujours fausse, la 
G-compatibilité étant une contrainte très forte. 

Proposition III. 30. — Soit —ï D\ — >•£)—>• A —» une suite exacte dans $rj?* rs 
(resp. <&T ct (ûg), resp. <&Y ct ($)). Si (D,ô) est une paire G-compatible, les groupes de 
cohomologie du complexe — > Hg(Di) — > Tls(D) — > IL (A) — > sont des & ^-modules 
de longueur finie (resp. de type fini sur Ûl, resp. de dimension finie sur L). 

Démonstration. — Commençons par traiter le cas de (tp, r)-modules sur Gg. La suite 
->• D x m s P 1 ->■ D K 5 P 1 D 2 ®6 P 1 -> étant trivialement exacte, il suffit de 
prouver que la cohomologie du complexe -> D\ M s P 1 -> A M s P 1 -> D\ M 5 P 1 -> 
a les propriétés de finitude requises. L'exactitude du foncteur D — > D* Q P et le 
fait que A' ^g Qp/A^ ^g Q p soit un sous-quotient de A'/A^, et donc un ^-module 
de type fini si A G {-Di, D, D2}, entraînent la finitude des groupes de cohomologie du 
complexe —> D\ Sg Q p — > A Mg Q p — y D\ Mg Q p — > 0. Les suites exactes (pour 
A e{I>i, A A»}) 

-y (0, A nr ) -y (A" M 5 P 1 )^ -»• A" Kl 4 Q p -> 



16. Si D 6 *r et (<f), remplacer £)" ® s Qp Par (D B H 4 Q p ) b . 
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fournies par la prop. lïTL23l ct la finitude des ^-modules A nr montrent que les groupes 
de cohomologie du complexe -> (D\ ® s P 1 )^ -> (D* M s P 1 )^ {D\ M s P 1 )^ 
sont de type fini sur 

• Si Di, -D, -D2 sont des objets de $rjr* rs , cela permet de conclure. 

• Si D\,D,D2 sont des objets de $r et on conclut en utilisant la finitude de 
A>> K 5 P 1 /(A 1 ' Klj P 1 )™ (rem. MM- 

• Si Z?2 sont des objets de $r et (#), il suffit de remplacer dans la démons- 
tration A ? ® s P 1 par (A ? M s P 1 )^ si A = £>i, £>, £> 2 et ? G {t|,tt}. 

Remarque III. 31. — Si Di,D,D 2 sont des objets de $r^ rs ou de $P et (<f), il ré- 
sulte de la preuve que la suite — > ILj(-Di) —t Hg(D) — ï Hs(D2) — > est exacte si 
Df = et Df = pour j = 1, 2. En effet, dans ce cas A nr et A*/ù$ ^ (A nr )* sont 
nuls si A e {Di, D, D2}, et donc les groupes de cohomologie du complexe sont nuls. 

Proposition III. 32. — Soit (D,ô) une paire G -compatible, avec D G $rj?* rs U 

$r ct (<f). 

(i) Si Tls(D) est irréductible, alors D est irréductible. 

(ii) Si D est de dimension > 2, les assertions suivantes sont équivalentes : 

a) D est irréductible. 

b) Tls(D) est topologiquement irréductible comme G -module. 

c) n5(Z3) est topologiquement irréductible comme B -module, B étant le Borel 
supérieur. 

Démonstration. — (i) Si — > Di — >• D — >• D2 — > est une suite exacte dans $r et (<f), la 
prop. lïïï.30l et l'irréductibilité de Hg(D) montrent qu'une des représentations ILj(.Di) 
et Hg(D2) est de dimension finie sur L. La rem. HII.Î2l permet d'en déduire que D\ = 
ou D2 — 0, et donc que D est irréductible. 

(ii) Supposons que D est irréductible et montrons le c). Comme dimg D > 2, on a 
= et donc ILj(.D) ~ £»/£>+ en tant que B-modules topologique (cor. IIIL25|) . 
On conclut en utilisant la prop. IIII.18I L'implication b)=>a) ayant été prouvée dans 
le (i), cela permet de conclure puisque l'implication c)=^b) est triviale. 

Remarque III. 33. — Les conclusions de la proposition sont en défaut en rang 1. 

(i) La représentation Tls(D) n'est jamais topologiquement irréductible comme 
B-module : il y a un quotient de dimension 1 puisque la représentation obtenue est 
une induite d'un caractère de B (prop. 1111.14p . 

(ii) Si D — é>{rj), et si S = rj 2 , alors Iig(D) n'est pas topologiquement irréductible 
comme G-module (il y a un sous-objet de dimension 1). Par contre, si 8 ^ rj 2 , alors 
Iis{D) est topologiquement irréductible. 
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Remarque 111.34. — Si {D,ô) est G-compatible avec D G §Tf OIS U $r ot (<f), et si 
Q ^> Di ^> D — > D2 — > est exacte, les groupes de cohomologie de — > Hs(Di) — > 
Tls(D) — > Hs(D2) —> sont des G- modules dont les composantes de Jordan-Hôlder 
sont parmi celles de DM5P 1 . Comme, par ailleurs fprop. IITl.30p . elles sont de type fini 
(sur G l ou L), la suite -> ILjpi) TL S (D) -> ILj(D 2 ) ->■ est exacte si D M s P 1 
n'a pas de composante de Jordan- Hôlder de dimension finie (sur k^ ou sur L). En 
regroupant les résultats des prop. IIII.141 IIII.32I et du cor. IIII.221 on voit que 

c'est le cas si et seulement si D n'a pas de composante de Jordan-Hôlder de la forme 
kg(ji) ou L(n), avec ô = rj 2 ou 6 — n 2 X~ 2 ■ 

III. 9. Invariants sous SL^Qp). — Dans ce § on étudie les SL2(Q p )-invariants 
d'une représentation de Rep tors (G) ou Rep i (G). 

Lemme III. 35. — Sill G Rep tors (G), alors li^^ est un û L-module de longueur 
finie. 

Démonstration. — Soit K m = 1 + p m M2(Z p ). Comme II est admissible, il suffit de 
montrer que n SL2 ^ p ^ C H Km pour m assez grand. Soit ô un caractère central de II et 
soit n > 1 tel que 5 soit trivial sur I +p n Z p . Si x G I + p n+1 Z p , il existe y G I + p n Z p 
tel que x — y 2 . Si v G n 31 " 2 ^), alors 

Comme K n+ i G ( 1 +P n ^ 1 ' Z p 0) . SL2(Q P ), on voit que l'on peut prendre m = n + 1. 

Corollaire III. 36. — Si U G Rep ÛL (G) (resp. U G Rcp L (G)J, alors U sh2( -^ est 
un ÛL-module libre de type fini (resp. un L-espace vectoriel de dimension finie). 

Démonstration. — On peut supposer que II G Rcp^ L (G). Dans ce cas, le résultat 
est une conséquence du lemme précédent et du fait que n 31 " 2 ^) est un ^-module 
saturé de II. 

Remarque III. 37. — La démonstration ci-dessus utilise juste l'admissibilité. Or on 
a supposé que les représentations sont de longueur finie et toute composante de 
Jordan-Hôlder de n 31 " 2 ^) est de dimension au plus 2 sur ou L car le sous-groupe 
engendré par SL^Qp) et le centre est d'indice 2 dans G. Cela prouve, non seulement 
que n 3L2 ^ 3 ') a les propriétés de finitude du lemme IÏH. 351 et du cor. IIII.361 mais aussi 
que (n*) 31 " 2 ^) a les mêmes propriétés. 

Proposition III. 38. Soit n G Rep ÛL (G). Si n 31 ^^ = 0, le 6 L -module 
((L/Ûl) (g)n) 3L2 ^ p ' est de type fini, et donc inclus dans la p n -torsion de (L / '6 f) <g>U 
si n est assez grand. 



30 



PIERRE COLMEZ & GABRIEL DOSPINESCU 



Démonstration. — Notons H le groupe SL2(Q P ) et II „ la j/'-torsion de (L/ Ûl) <g> H. 
Alors II n = H/p n H est un objet de Rep tors (G) et donc est de type fini sur Ûl 
(lcmmc lHI.35jl . Il s'agit de prouver qu'il existe no G N tel que ((L/Ûl) <g)H) H = 115, . 
Dans le cas contraire, il existe une partie infinie J de N et, pour tout n G /, un 
vecteur v n G II„ n'appartenant pas à H n -i. On peut donc trouver x n G II — pli tel 
que v n = p~ n x n (mod II) et gx n — x n G p n II pour tout g G H . Pour n G oo] 
on a x n (mod j^) G II?, qui est un ensemble fini flemme IIII.35I) . Par extraction 
diagonale, on obtient ainsi l'existence d'une sous-suite (y n ) n de (x n ) n ^z qui converge 
p-adiquement vers un a G II. En passant à la limite dans l'égalité gx n — x n G p n II, 
on obtient a G II ff = 0. Mais cela contredit le fait que y n £ pH pour tout n, ce qui 
permet de conclure. 

Lemme III. 39. — Soit M un 6 '^-module tué par une puissance de p et muni d'une 
action 6 'l -linéaire de SL^Qp). Alors M/M Sh2 ^ p > n'a pas de SL2 (Q p ) -invariants 
non triviaux. 

Démonstration. — Il faut montrer que si a; G M et (g — l)(h — l)x — pour tous 
g, h G SL2(Qp), alors (g — ï)x — pour tout g G SL2(Q P ). Pour h = g n , on obtient 
g n+1 (x) — g n (x) = g(x) — x, et donc g n {x) = n(g(x) — x) + x pour tous g G SL 2 (Q P ) 
et n > 0. Par hypothèse il existe n qui tue M. On a alors g n {x) — x pour tout 
g G SL2(Qp). On conclut en utilisant le fait que g — ► g n est bijective sur les sous- 
groupes unipotents de G, sous-groupes qui engendrent SI/2(Q P ). 

Corollaire III. 40. — Si U G Rep L (G), alors n/n SL2 ( Q ») n'a pas de SL 2 (Q P )- 
invariants non triviaux. 

Démonstration. — C'est une conséquence formelle du lemme IIII.391 

Lemme III. ^1. — (i) Si II G Rep tors (G) URep^ £ (G) est un ff^-module de type fini, 
alors n = n SL2 ^f). 

(ii) Si II G Rep L (G) est de dimension finie sur L, alors II = n SLî <^!. 

Démonstration. — Si II G Rep tors (G), cela découle de [H lemme III. 1.5]. Les autres 
cas s'en déduisent. 

Proposition III. 42. — Si (D,S) est G-compatible, avec D G $>Tf OIS U $r ct (<^) 
(resp. D G <$>T ct (g)), alors 

HjpjSMQ») = (£>» ^ s p 1 )/(£»^ % s P 1 ) 

et c'est la plus grande sous-représentation de type fini sur Ûl (resp. de dimension 
finie sur L) de Tlg(D). 
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Démonstration. — On peut supposer que D G ^Ptors U QT ct (ûg). D'après la 
prop. IIII.171 (L> B ®s P 1 )/(£> tl M s P 1 ) est un sous- Û L [G] -module de U S (D), et il 
est de type fini sur Ûl d'après la rem. IIII.81 On déduit du lemmc IIII.41I que 

X C iLj(i)) SL2 (Q P ). 

Pour montrer l'inclusion inverse, soit Y le sous- ^-module des z £ I) P 1 dont 
l'image dans Hs(D) est invariante par SL2(Q P ). Si z G Y, alors (( J \ ) — l)x G D^MsP 1 . 
pour x G {z,wz}, et en appliquant Rcsz p on obtient Resz p (z), Resz p (u>z) G yD^ car 
Resz p (((o ï) — = TResz p a;. Donc Y est compact. Comme Y est stable par G, 
on obtient FC-D'KjP 1 d' après le (ii) de la prop. IIII.171 ce qui permet de conclure. 

III. 10. Reconstruction de IL — Le but de ce § est d'expliquer comment recons- 
truire II à partir de -D(II) (éventuellement à des morceaux près de type fini sur Ûl 
ou L). 

On reprend les notations du § IIII.21 Soit II G Rep tors (o~) et soit W comme dans 
loc.cit. La restriction à P + ■ W induit une injection de _D^(II) dans Z)lr(II), dont 
l'image est d'indice fini dans D^(II) (cf. [8j lemme IV. 1.4]). On a donc un isomor- 
phisme de ^-modules D{YV) ~ ffg ®g L \\T\\ D\y(H), ce qui permet de définir une 
application f3z p ■ II* — > -D(II), composée des 

n* -> Dl(IL) -> Û S ®e L[m dI(îi) ~ D(n), 

la première flèche étant la restriction à P + ■ W, et la deuxième x —> 1 ® x. On définit 
/Spi :IP-).i3(n)©D(II), ft, 1 (a;) = C8z,(a:),j8z,(«-a:)). 

Comme leurs noms l'indiquent, /3z p et /3pi ne dépendent pas du choix de W et sont 
fonctorielles par fonctorialité de II H > -D(II). 

Soient maintenant II G Rep^(^) et D — D(H). On note ïï n le sous-module de 
p"-torsion de (L/0 L ) (g) n et on pose D n = D(U n ) ~ D/p". Alors n* = Iimll* 
et D — limZ?„. Les applications /3pi : n* — > D n © Z)„ sont compatibles, d'où une 
application continue /3 P i : II* — >• Z? © Z?. Le cas II G Rep L (i5) s'en déduit en prenant 
un réseau appartenant à Rep^(5). 

Proposition III. 43. — SoitU G Rep tors (J)URep <?i (c5)URep L (c5) et soit D = DÇSJ). 

(i) (£*,(5 _1 ) est une paire G -compatible. 

(ii) ;Spi esi un morphisme G-équivariant II* — > D" P 1 , de noyau (n*) SL2 ( cîî, \ 

(iii) /3 P i envoie l'orthogonal de TT SL2 ( Q p) dans Hj-i P 1 . 

Démonstration. — Le cas II G Rep tors (<5) est le contenu du th. IV. 4. 7 de [8]. Le cas 
II G Rep L ((5) se déduit du cas II G Rep ÛL (S). Supposons donc que II G Rep^(<5) 
et considérons les objets D n ,H n introduits ci-dessus de sorte que D ~ limD ra et 



32 



PIERRE COLMEZ & GABRIEL DOSPINESCU 



II* ~ limll*. Puisque chacune des paires (D n ,5 1 ) est G-compatible, le module 
(D* ïï s -i P 1 )^ ~ lim(D5 l M s -i P 1 ) est stable par G, donc (£>, ô^ 1 ) est G-compatible. 
Un argument identique démontre le (ii) à partir du cas de torsion. 

Passons à la preuve du (iii). Soit H = SL 2 (Q P ). Si fi = Il/Il H , on a D(fi) ~ D(II) 
(puisque H H est un ^-module de type fini d'après le lemme IÏH.411 donc tué par le 
foncteur n H> D(U)) et fî ff = flemme IÎÎL4Ô) . De plus, fi* est l'orthogonal de U H , 
et on est ramné à prouver que /3pi(fi*) C D(IT)^ Kl^-i P 1 . Autrement dit, on peut 
supposer que II = 0. 

Notons Z n l'orthogonal de H£ dans II*, de telle sorte que la suite exacte 

o -> -► n„ -> n„/nf -> o 

nous donne une exacte de ^-modules profinis — > Z„ — >■ II* — >• (11^)* — s> 0. En 
passant à la limite projective, on obtient 

-> limZ„ -> n* ->• (limILf )* -> 0. 

La prop. IIII.38I montre qu'il existe AT tel que tue (limlï^)* ; on en déduit que 
donc p N H* C limZ„. Comme P i(Z n ) C D\ Kl^-i P 1 d'après le cas de torsion, on 
obtient 

pl (p N Il*) C \im(Di M s -i P 1 ) = (D* M s -! P 1 )^ 
et donc 8pi(H*) C -D^ P 1 , ce qui permet de conclure. 

Théorème III. 44- — Si H E Rep tors (<5) URep^ L (<5) (resp. Rep L (S)), la transposée 
(3 pl de /3pi induit un morphisme G-équivariant 

dont les noyau et conoyau sont de type fini sur Ûl (resp. de dimension finie sur L). 
Plus précisément, Coker(/3pi) est un quotient de ((n*) 81 " 2 ^))* . 

Démonstration. — On peut supposer que II est une ^-représentation. Soit II = 
n /n SL2 (^). La prop. IIII.43I montre que /3 P i(n*) C D(U)^ E s -i P 1 = ILj(Dfn))* 
(la dernière égalité suit du cor. IIII.22() . Puisque le noyau de 8pi est un sous-^- 
module de (n*) 81 " 2 ^, le conoyau de pl est un quotient de ((n*) SL2(Q p ) )*, qui est 
un û ^-module de type fini (rem. IIII.37|) . 

Pour conclure, il nous reste à prouver que Coker(/3 P i) est un ^-module de type 
fini. Comme II* est compact, M — ResQ p (/?pi (II*)) est un sous-P-module compact de 
D(Il)* Mg-i Q p . De plus, Res Zp (M) engendre D(TL) (car Res Zp (/3 P i (n*)) = 8 Zp (K) 
engendre D(H n ) par construction même) donc M — DCn)^ Q p (cf. (i) de la 

prop. lÏÏXTl) . On en déduit (rem. HISl) que D(U)^ M s -i P 1 C 8 P i(ÎL*) + (0,D(U) nl ), 
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et donc Coker(/3 P i) est un quotient de (0, D(H) nl ) ce qui permet de conclure puisque 
D(Il) nr est un ^-module de type fini. 

Corollaire III. 45. — Tout objet de Rep tors (G) ou de Rep L (G) est de longueur finie 
comme B-module (topologique). 

Démonstration. — C'est une conséquence immédiate du th. HIL44l et de la prop. IIn.27l 

Corollaire III. 46. — Soit LT G Rep L (G) supersingulière, de caractère central S. 
Alors D(JT) est absolument irréductible de dimension > 2 et on a des isomorphismes 
topologiques de G-modules 

n'-nfnj^j-iP 1 , n~n 5 (£)(n)). 

Démonstration. — Comme II est irréductible de dimension infinie, on a n SL2 ^ p ^ = 
et (n*) SL2 <Qf) = 0. Le th. |LTL44| fournit une suite exacte -> K -» U S (D(U)) 
II — > 0, avec dim.L(K) < oc. 

L'irréductibilité de -D(LT) est une conséquence du (i) de la prop. IÏÏÎ.32I 
Si dim^(Z?(II)) = 1, il découle du th. IIII.44I et de la prop. lïlLÏIl que II est ordi- 
naire, ce qui est contraire à l'hypothèse. Donc dmv D(H) > 2 et, puisque -D(LT) est 
irréductible, on a ^(LT)" = £>(II)^. La prop. IIII.42I permet de conclure que K = 0, et 
donc LT ~ Hs(D(H)). On conclut en utilisant le cor. IIII.221 

Remarque III. 47. — On déduit du cor. IIII.4"6l aue si IL, LT2 sont supersingulières, 
de même caractère central et si _D(IL) ~ Z?(Il2), alors LTi ~ LT2. Cette propriété 
d'injectivité du foncteur LT h-> D(H) est démontrée par voie très détournée dans |21| 
(voir la preuve du th. 10.4 de loc.cit.), mais l'approche de loc.cit. fournit plus d'infor- 
mations. On y prouve que si p > 5 et si LT G Rep i (<5) est supersingulière, alors -D(II) 
est de dimension 2 sur S et i5 — x 1 det -D(II). En particulier, l'image par le foncteur 
II n> D(Tl) suffit à retrouver le caractère central, ce qui est assez surprenant car le 
(ip, L)-module attaché à un LT G Rep i (G) n'utilise que la restriction au mirabolique. 

III.ll. Reconstruction de D. — Le but de ce paragraphe est de démontrer que 
l'on peut récupérer D à partir de IL (D) quand (D,ô) est une paire G-compatible. 
On note K = GL2(Z p ) le sous-groupe compact maximal de G et Z son centre. 

Théorème III. 48. — Soit {D,S) une paire G-compatible, avec D dans une des ca- 
tégories $L°* rs) $>T et (ffg) ou $L ct ((S'). Alors on a un isomorphisme canonique de 
(<p,T) -modules D(U S (D)) ~ D. 

Démonstration. — Le cas D G $L et (^) se déduit du cas D G $L ct (<^) en tenso- 
risant par L. Supposons que D G <&T et (ûg) et posons D n = D/p n G "ÊL^g. On 
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déduit de la prop. IÏTL3Q| quc l'application naturelle D — ¥ D n induit un isomorphisme 
D(Hs(D) /p n H$(D)) = D(Hs(D n )) pour tout n, ce qui montre qu'il suffit de traiter 
le cas D G $r|* rs , ce que l'on supposera dans la suite. 

Soit W l'image de W = T, g eK 9 ' Di dans u s(D). 

Lemme III. 49. — W est un sous-KZ -module de Tls(D), de longueur finie comme 
û ^-module et W engendre Tls(D) comme 6 \[G\-module. 

Démonstration. — Il est clair que W est stable par KZ. Soient zi,...,Zd G -D" tels 
que D$ = uf =1 (D+ + z t ). Puisque D+ C M s P 1 et M s P 1 est stable par G, on 
a gD+ G M s P 1 pour tout g G G. Si u, est l'image de z% dans Tls(D), on conclut 
que W est le sous-^£[-ftT]-module de Hs(D) engendré par v\, 1)4. Comme Hs(D) est 
lisse, le ^-module W est de longueur finie. 

Montrons enfin que W engendre Hs(D) comme ^[GJ-module. H suffit de vérifier 
que D Kl«5 P 1 = J2 g ec9 ' Dt et comme D M s P 1 = D + w ■ D, il suffit de prouver 
l'inclusion D C T, g ea9 ' D * '■ 0r > si z £ D, alors z lM := tp n ((l + T) _i a:) G D 8 pour 
tout n assez grand, uniformément en i 6 Z p , et 

z = £ (1 + T)V(*„,i) = E (â ï) • Co SK*> 

i=0 i=0 

ce qui permet de conclure. 

Rappelons que est l'orthogonal de J2 g eP-p+ 9'W dans Il^D)* = P 1 . 
L'isomorphisme ^ ®^i,[[t]] -Dy^ — D que l'on cherche à établir est une conséquence 
de la platitude de G g sur ^l[[T]] et des deux lemmes suivants. 

Lemme III. 50. — On a D+ C D++ . 

Démonstration. — Si z G D^, alors {z, gkD$} P i = pour tout g G P — P + et k G if, 
donc Resz p (fc _1 (7 _1 z) est orthogonal à £)". On en déduit que Resz p (<?z) G D ++ pour 
tout g G M := fzi/a' 1 z G fc G if, h E P - P+}. Si n > 1 et < i < p n est 



un multiple de p, alors r 17 ^! ( p " 1 (J 1') ' w G On en déduit que, pour tout 



< i < p n multiple de p, l'on a 

^((l + TytReszJwz)) G D H 



17. Pour i = cela découle de l'identité (p ™ °) ■ w = ( p )w(p ™ 0) et si i 7^ 0, de 
l'identité (avec N = n — 2v p (i)) 



(\ n ; ) ■ ( j t ) • - = ( T tA ) ■ ( " ; ) ( p ; \ 7i ) " 



COMPLÉTÉS UNIVERSELS 



35 



En faisant n —¥ oo dans l'égalité 

Res pZp {wz) = Y, ^+T) l ^ n ^ n ((l + T)- i Res Zp (wz)), 

i<p n ,p\i 

on obtient Res p z p (wz) — 0, i.e. z G D. De plus, ip(z) — Resz p (( p 1 °) z) G -D++, 
donc I G -D ++ , ce qui permet de conclure. 



Lemme III. 51. — Si n est assez grand, ip n (T)D ++ C 



ir ■ 



Démonstration. — Il s'agit de prouver que (p n {T)D ++ est orthogonal à g ■ W, si 
g = (g ï) avec w p(a) < ou < 0. De manière équivalente, il s'agit de vérifier 

que D ++ est orthogonal à (( J ) — f) • g ■ W. L'argument est différent suivant que 
v p {a) > ou v p (a) < 0. 



Si v p (a) > 0, on a v p (b) < 0. Or il existe un treillisK 18 )| M de D tel que ( g §> ) • W 



soit inclus dans I? + wM + (D^ M$ P 1 ) pour tout a G Z*. Choisissons n assez grand 
pour que (( J ) — f) • i»M G Z? 11 Kl«5 P 1 . En écrivant ((î ) — l) • 5 sous la forme 
(àî) • ((â~D - 1 ) - (8 2). on voit que 

((J-f )-l).j.^c(DBi (6 + Z p )) + (Z^ ^P 1 ), 

qui est orthogonal à £>++ car DEU (6 + Z p ) l'est puisque Z p n(6+Z p ) = et I^HaP 1 
l'est puisque D ++ est inclus dans P 1 . 

• Si v p {a) < 0, on écrit (( J ) — l) • g sous la forme g • (( J _a ^p" ) — f), et on 
choisit n assez grand pour que (( ï ) — l) ■ W C (D^ Ei$ P 1 ) pour tout c G p n Z p . Les 
arguments ci-dessus montrent qu'alors D ++ est orthogonal à ((i — J ) — l) - g ■ W. 

Ceci permet de conclure. 

Remarque III. 52. — Le module W utilisé dans la preuve du th. IIII.48I est raison- 
nablement naturel, et garde un sens si D n'est pas de torsion. Cela semble un bon 
candidat si on veut écrire Tls(D) comme quotient d'une induite de KZ à G. 



IV. Représentations localement analytiques 

Dans ce chapitre, on revisite les travaux de Schneider et Teitelbaum [24] sur les 
représentations localement analytiques en étudiant de plus près la filtration naturelle 
par rayon d'analyticité (on fera attention que cette notion est légèrement différente 
de celle à laquelle on penserait naturellement (cf. rem. IIV.Î5|) L 



18. Un treillis est un sous-^V, [[T]]-module compact de D dont l'image modulo p n est ouverte dans 
D/p n D pour tout n 6 N (il suffit qu'elle le soit dans ig> D). 
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IV. 1. Groupes uniformes. — On renvoie à |14j pour les preuves des résultats 
énoncés ci-dessous. Posons K=lsip>2etK = 2 sinon. Dans ce chapitre, H est 
un pro-p-groupe uniforme, i.e. un pro-p-groupe topologiquement de type fini, sans 
p-torsion et tel que [H, H] C H pK . 

Si i > 0, soit Hi = {g p \g G H} = H p . Alors Hi est un sous-groupe ouvert dis- 
tingué de H, et (-f/i)i>o est un système fondamental de voisinages ouverts de 1. En 
posant w(l) = oo et ui{g) — i si g G Hi— K \Hi^ K+ i, on obtient une p-valuation (au 
sens de Lazard) satisfaisant l'hypothèse HYP de [24], ce qui nous permet d'utiliser 
directement les résultats de loc.cit. Si hi, h%, h d est un système minimal de géné- 
rateurs topologiques de H, alors uiQii) — k pour tout i, et l'application Z p d — > H 
définie par (xi, X2, Xd) i-4 h^h^ 2 ■ • ■ h x d d est un homéomorphisme. De plus, on a 

ujih^h^ 2 ■ ■ ■ h x d d ) = k + min v p (xi) 

l<i<d 

pour tOUS X\, Xd G Zip. 

On utilise les notations standard pour les <i-uplets : \a\ — Yli=i a î> = EL (^*)' 
ft a = f7 i etc. On écrit a < (3 si on < /3, pour tout i. Si a = (ai, a<j) G N d , on 
note 

6" = (/h - l) a >(h 2 - l) a2 ■■■(h d - 1)<*« G Z P [H}. 

IV. 2. Coefficients de Mahler. — L'espace ^{H) des fonctions continues sur H, 
à valeurs dans L est une L-représentation de Banach de H, si on le munit de la norme 
sup et de l'action de H définie par (g ■ 4>){x) = 4>{xg). Si (f> € ^(H), on note 

a a (<f>) = (6"0)(1) = EC-l^fcW) 

/3<a 

ses coefficients de Mahler, relativement au choix des coordonnées h\,...,h d sur iî. 
Soit 4> a 6 ^{H) l'application définie par tfi a (h x ) — pour a; 6 Z p d . Un théorème 
classique de Mahler montre que (</>a) a eN d est une base orthonormale de c é?(H), et 
pour tout 4> 6 ^(if) 

= ^ a a (4>) ■ 4> a - 

Q£N d 

Définition IV. 1. — Pour tout h G N* on note 

LAW(fl-) = {0 G tf(JÏ)| lim (« p (o Q (0)) - r h |a|) = oo}. 

|a|— >-oo 

C'est un espace de Banach pour la valuation définie par 

v W(^)=inf(t; p (o Q (</>)) -r fc |a|). 
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D'après le théorème d'Amice pQ, l'espace c é' a,n (H) des fonctions localement analy- 
tiques sur H est la limite inductive des espaces LA^(if). 

IV. 3. Complétions de l'algèbre des mesures de H. — Le but de ce paragraphe 
est de rappeler un certain nombre de constructions et résultats de |24| . et d'établir 
quelques estimées techniques dont on aura besoin plus loin. 

Soit A(H) le dual faible de 'rf(H) ; on a aussi A(H) = L® ÛL (lim Û L [H/H p "]) . C'est 
une algèbre (pour le produit de convolution) topologique localement compacte, et le 
S IIV.2I montre que tout élément de A(H) s'écrit de manière unique À = X^aeisr^ c ab a , 
avec (c a ) a une suite bornée dans L. La valeur de A en tf> S c é{îV) est donnée par 

(A,</>) = ^2 c a a a ((/)). 

Q6N d 

On note @i/ p (H) le complété de A(H) pour la valuation d'algèbre (i.e. «i/ p (A/i) > 
Vi/p(X)+Vi/ p (n)) : 

»i/p(/l c ab a ) = m£(v p (c a ) + k\oc\) 



et, si h € N*, on définitif 

9 h {B) = c a b a e @i/ P (H), mi(v p (c a ) + r h \a\) > -oo}, 

a 

que l'on munit d'une valuation d'algèbre en posant 

v^(y^c a b a ) = mi(v p (c a )+r h \a\). 

a 

Enfin, on note @(H) le dual topologique (fort) de ^ an (iî). C'est aussi la limite pro- 
jective des &h{H). L'accouplement 

(\ <p) — X! c " aQ (^) 

Q£N d 

identifie 3>h{H) au dual topologique de LA w (ff) ce qui permet de définir une topo- 



logie faible sur 3>h(H). Dans la suite on munit r 20 ^ S>h(H) de cette topologie faible. La 
différence avec la topologie forte (qui, elle, est induite par la valuation v^) est que 
p-r h \a\^a ^ enc j verg q p 0ur \ â topologie faible dans @h(H), mais pas pour la topologie 
forte. 



19. Rappelons que = p h-i( p — jj- 

20. L'algèbre 2%{H) peut aussi être munie d'une topologie d'algèbre de Banach en utilisant la 
valuation «W, C'est d'ailleurs ce qui est fait dans 1241 . Cette topologie est trop forte pour les 
applications que nous avons en vue. 
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Proposition IV. 2. — La multiplication dans A(H) s'étend par continuité à 2)^(11) 
et l'inclusion naturelle A(H) —ï S>h(H) est plate. De plus, l'inclusion A(H) —¥ Si {If) 
est fidèlement plate. 

Démonstration. — Tout ceci est démontré dans le chap. 4 de [24 . Pour faciliter la 
comparaison, notons que l'on utilise comme p- valuation celle introduite dans le § IIV.11 
et que si l'on pose s/j = p~ rhK 1 g] i, I[[~1p Q , alors p~ v(h) correspond à 1 1 • | \ Sh de loc.cit, 
donc S>h{H) correspond à D <Sh (H, L) de loc.cit. 

Lemme IV. 3. — (i) Soit h'i,...,h' d un autre système minimal de générateurs topo- 
logiques de H et soit b' a — {h[ — l)" 1 • • • {h' d — l) Qd . Il existe des c a ^ G &l tels que 
b ' a = E/3 c a,/3 fe/3 et v p( c a,p) > max(0, n(\a\ - |/3|)). 

(ii) Pour tout x G H il existe des c a ^_ x G 0l tels que xb a = c a ^p_ x b^ et 
Vp(c a ,/3 : x) > max(0, «(|a| - |/3Q). 

(iii) Il existe des c Qji g G Ûl tels que 

et v p (c a<l3 ) > max(0,n(p|a| - \/3\)). 

Démonstration. — (i) L'existence des c Qjl g et le fait qu'ils appartiennent à Gi, suivent 
du fait que b' a G Û L [H] C G L [[H}}. L'inégalité v p {c a ^) > max(0, n(\a\ - |/3|)) découle 
du fait que Vi/ p (g — 1) > k pour tout g £ H. La, preuve du (ii) est identique et laissée 
au lecteur. 

(iii) Puisque w*- 1 ' est une valuation d'algèbre sur A(H), on a 

d 

M(v p (c a , ) + n\p\) >Y,<XiV (1) (hï - 1). 
i=i 

Or 



p 




ce qui permet de conclure. 

IV.4. Le foncteur II ^ #1 — Soit II une L-représentation de Banach de H et 
soit vu une valuation sur II qui définit sa topologie. Si h > 1 on définit 

n (h) = {v G n| lim v n {b a v) - r h \a\ = oo}, 

| et | — ^-oo 

et l'on munit de la valuation v^ h ' définie par 

v^Hv) = inf (v n (b a v) - r h \a\). 

ot£N d 
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Alors H( h > est un L-espace de Banach, qui ne dépend pas du choix de i>n (la valuation 
en dépend de manière évidente, mais changer un remplace par une valuation 
équivalente) . 

Les b a v sont les coefficients de Mahler de la fonction o v : H —ï II définie par 
°v(g) = g ■ v, et le théorème d'Amice montre que le sous-espace IT an des vecteurs 
localement analytiques est la limite inductive des Il( h \ 

Proposition IV. 4- — L'espace IL^ et la valuation »W ne dépendent pas du choix 
du système minimal de générateurs topologiques h%, hd de H, que l'on utilise pour 
définir b a . 

Démonstration. — Soit h'^,...,h' d un autre système minimal de générateurs topolo- 
giques et soit c a ,p comme dans le lemme HV.3I Soient v g U^ h \ M G R et N tels que 
vu(b a v) — rh\a\ > M pour tout |/3| > N. Si \a\ > N, alors (en utilisant le lemme HV.3P 

inf (vn(c a »b^v) -r h \a\) > inf VuQ^v) + K,(\a\ - N) - r h \a\, 
\p\<N \P\<n 

quantité qui dépasse M si \a\ est assez grand, et 

inf {vn(c a ,pb?v) - r h \a\) > M + r h (\p\ - |a|) + max(0, K (\a\ - > M. 

\P\>N 

Comme b' a v = £^ Ca^b^v, on déduit des inégalités précédentes que l'on a 
liniiQji^oo vu{b' a v) — rh\ot\ = oo et (en prenant N = et M = t>W(u)) 

inî(v n {b a v) - r h \a\) < inf (v n {b' a v) - r h \a\). 

a a 

Le résultat s'en déduit par symétrie. 

Proposition IV. 5. — On a <«f(i?)0) = LA ( ' l) (iï). 

Démonstration. — Il est immédiat de vérifier que ^(H)^ C LA {h) (H). Réciproque- 
ment, supposons que <j> G LA^(iï). On veut montrer que 

lim inf v p ((b a : </>)(x)) — Th\ot\ = oo. 

ce|— >oo xGH 

Si c a ^ >x est comme dans le lemme [ÏV.31 alors 

(b a (/>)(x) = (xb a <f>)(l) =Y / c <*,P,xap(<l>)- 

p 

On conclut en utilisant le lemme IIV.31 comme dans la preuve de la prop. [TV\4l 

Théorème IV. 6. — (i) Si v G IL, alors v G n*-' 1 ' si et seulement si la fonction 
g M- l(g ■ v) appartient à LA^(iï) pour tout l G II*. 
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(ii) Si l±,...,l r engendrent II* comme A(H)-module, alors v i-> l(v), où 
l(v) G LA^ 1 -* {H) r est la fonction g i— ► (l\(g ■ v), . . . ,l r {g ■ v)) ; est un plongement fermé 
de U.W dans LA (,l) (ff) r . 

Démonstration. — Par définition, v G 11^ si et seulement si la suite 
tend vers dans II<£>z, L(jf h ). Le lemme (surprenant) IIV.71 ci-dessous montre que cela 
arrive si et seulement si p^ rh ^ a U(b a v) tend vers pour tout / G II*. On conclut la 
preuve du (i) en remarquant que l(b a v) — a a {oi >v ) 1 où oi jV : H — » L est la fonction 
g (->■ l(gv). 

Pour prouver le (ii), notons que II est admissible (car II* est de type fini comme 
A(iJ)-module). Puisque lx,—,l r engendrent II* comme A(if)-module, l'application 
transposée 

L : n -»• tf(H) r , v^(g^ (h(g ■ v), l r (g ■ v))) 

est un plongement fermé |23| . Il découle de la prop. IIV.5I que i envoie 11^) dans 
et il nous reste à montrer que l'application i ainsi obtenue est un plonge- 
ment fermé. Supposons que les v n G 11^' sont tels que i(v n ) -> / dans LA ih \H) r . 
Alors i(v n ) — » / dans ^f(H) r , et donc il existe v G II tel que / = t(v). Ainsi 
l(v) = f G hPS h \H) r . Autrement dit, les g ^ k{gv) appartiennent à LA (/t) (iî) 
pour tout i. Comme l\,...,l r engendrent II* en tant que A(iJ)-module, et comme 
LA^^iî) est un A(_ff)-module, il s'ensuit que g h-> l{gv) appartient à LA^ h \H) pour 
tout l G II*. Le (i) permet de conclure que v G nw. 

Lemme IV. 7. — Dans un espace localement convexe sur un corps sphériquement 
complet une suite converge vers si et seulement si elle converge faiblement vers 0. 

Démonstration. — Voir par exemple [22, th. 5.5.2]. 

Corollaire IV. 8. — Iï^ est stable sous l'action de H. 

IV. 5. De H à H p . — Le but de ce § est d'étudier la variation de la filtration par 
rayon d'analyticité quand on remplace H par un sous-groupe (prop. IIV.11|) . 

Proposition IV. 9. — Soit (j) G LA W {HP) et soit 4> G tf(H) l'extension par de <j>. 
Alors 4> G LA {h+1 \H). 

Démonstration. — Il s'agit de montrer que lim^^^ v p (a a (4>)) — r; l+ i|a| = oo. Si 
(3 G N d , on a h" G H p si et seulement si p divise (3 (i.e. p divise chaque f3i). On en 
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déduit que| 



(?) 

p/3<a pfi<ot 7 

E«7W'^ avec c a , 7 = E (-ir-^KO- 

7 p{3<ct 



On conclut comme dans la preuve de la prop. IIV.41 en utilisant le lemme ci-dessous 

ipff) (7)' 



Lemme IV.10. - Si c Q , 7 = E P p< a (-^) a ' P? ' alors 



1 \ \ a \ j 1 1 
Vp{c ari ) > d - |-y I - 

Démonstration. — Soit f k = 4>(T k ) pour ÈeN. Alors f k G Z p [T] et 

fk{T p _ 1} = 1 j2 (cr- i) fe = E (-i^'Qt™- 

On en déduit que pour tout a e N d on a 

E (-l) a - pf, OT P = f[f ai (Ti- 1). 

p/3<a i— 1 

En dérivant cette relation 7-fois et en évaluant en 1, on obtient : 
1 d 1 

où ip(T k ) — J2 i<k / p bk.iT 1 - Le résultat découle alors du lemme 1.8 de [9], qui fournit 
l'inégalité v p (b k>i ) > | - 1 - i. 

Proposition IV. 11. — Si Tli est la restriction de II à H p , alors Tl( h+1 î = Tl^. 

Démonstration. — On note h! l = h\ et b' a = (h[ - l) Ql • • • (h' d - l) ad . Alors h[, h' d 
forment un système minimal de générateurs topologiques de H p . Commençons par 
montrer l'inclusion Tl( h+1 ï c Tl[ . La prop. ITV~4l montre qu'il suffit de prouver que 
lim^i^^ vn(b' a v) — r^\a\ — 00 pour tout v € H^ h+1 \ La preuve est identique à celle 
de la prop. ITV\4l en utilisant le lemme ITV. 31 

Soit maintenant v G II ^ et soient (<?i)ie/ tels que H = U ie /-ff p 3i- Soit enfin 
l G II* et notons 4> : H —ï L l'application g —> l(gv). Puisque H p est distingué dans H 
et v G II^ ; on montre comme dans la preuve du cor. HV.8l aue (gi4>)\HP £ LA^ (H p ). 
Si <pi est l'extension par zéro de (gi</>)\Hp, ia prop. EEllmontre que & e LA (/l+1) (iï). 



21. Attention au fait que les coefficients de Mahler de <j> sont calculés par rapport à (/i^, ...,h p d ). 
On a donc 4>(h^) = £ M'rtC?). 
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On en déduit que = EieJ^ 1 ' & e LA ( ' i+1) (iJ), puisque LA (,l+1) (iJ) est stable 
par iï. Le th. IIV. 61 permet de conclure que v G 

Remarque IV. 12. — On déduit de la preuve de la prop. IIV. 111 que, si on décom- 
pose H sous la forme H = Yl i£ j H p 9i, l'application <f> \— > ((gj • cj>)\Hp)iei induit un 
isomorphisme d'espaces de Banach 

LA (h+1} (H) ~ 0LA (,l) (iî p ,L). 

IV. 6. Exactitude du foncteur II n> US >1 '. — A partir de maintenant, on suppose 
que II une représentation de Banach admissible de H. Cela signifie que II* est un 
A(iî)-module de type fini (et donc de présentation finie, puisque A(H) est noethérien). 
Le choix d'une surjection A(H) r — > II* induit un plongement fermé i : II — >■ c to(H, L) r , 
ainsi qu'une surjection a : 3h(H) r -> @h(H) <8>a(h) n*. On munit 3h{H) ®a(H) H* de 
la topologie quotient, induite par c (l'espace 3h(H) ayant la topologie faible définie 
dans le § IIV. 31) . La topologie faible de n* est alors la topologie quotient induite par 
la surjection A(H) r -> n*. 

Si v G IlW et si A = J2 a c ^ a 6 3 h {H), la série J2 a c a b a converge dans nW. Cela 
permet de munir n^ 1 ) (et donc (n^))*) d'une structure de i^( il) -m odule. L'appli- 



cation naturelle n* — > (11^)* induit une application continue K 22 )| ^(iî)-linéaire 
&h{H) ®a(h) n* — > (n^ 1 ))*. Par passage à la limite on obtient aussi une application 
^(iJ)-linéaire 31 (H) ® A(H) U* -> (n an )*. 

Proposition IV. 13. — (i) L'application 3h{H)®MH)^* (iK' 1 ))* est un isomor- 
phisme de L-espaces vectoriels topologiques. 

(ii) L'application 3(H) ®A(i?) n* — > (n an )* est un isomorphisme de L-espaces 
vectoriels topologiques. 

Démonstration. — La preuve est fortement inspirée de la preuve du th. 7.1 de [24 (qui 
est précisément la partie (ii) de la proposition) . Le (ii) se déduit du (i) par passage à 
la limite, et pour le (i) il suffit de montrer la bijectivité de l'application en question. 

Commençons par la surjectivité. Le plongement fermé n^' — > (LA^ h \H)) r du 
th. IIV. 61 se dualise en une surjection 3h(H) r — > (iL' 1 ))*. Par construction, cette 
surjection se factorise par la surjection 3h{H) r — > 3h(H) ®A(i?) n*, ce qui permet 
de conclure. 

Pour démontrer l'injectivité, compte tenu du théorème de Hahn-Banach et de la 
dualité de Schikhof [23j, il suffit de prouver la surjectivité de l'application transposée 
YlW (Ç$ h (H)®^ H )W)* . L'application naturelle II* -> @ h {H)®^ L II* est continue 



22. On munit dans la suite II* et (Iv- h >)* de la topologie faible de dual de Banach. 



COMPLÉTÉS UNIVERSELS 



43 



(II* est muni de la topologie faible), d'image dense, car A(H) — ï &h{H) a ces pro- 
priétés. Cela montre que si F £ (@h(H) <8>a(h) n*)*, alors il existe un unique v G II 
tel que F(l ® l) = l(v) pour tout / G II*. La continuité de F combinée au fait que 
p~\ a \ rh b a tend vers dans &h{H) pour la topologie faible montrent que p~ rh ^ a U(b a v) 
tend vers pour tout / e II*. On déduit du th. IIV.6I que v G Yv- h ' et on conclut en 
utilisant la densité de l'image de II* —s- @h(H) ®a(h) n*. 

Pour démontrer le (ii), posons M — 3>{H) ®^(h) n*. Puisque II* est un A{H)- 
module de présentation finie, M est un ^(iî)-module coadmissible |24) . et donc M 
est isomorphe à la limite inverse des @h(H) ®a(H) n*. Le (ii) se déduit donc de (i) et 
de l'isomorphisme II an ~ hrn fourni par le théorème d'Amice. 

Corollaire IV. 14- — Le Joncteur II M> est exact de la catégorie des L- 

représentations de Banach admissibles de H dans la catégorie des L-espaces de 
Banach. 

Démonstration. — C'est une conséquence directe du théorème de l'image ouverte, de 
la proposition précédente et de la platitude de &h{H) sur A(H) fprop. fTVT2|) . 

Remarque IV. 15. — Il serait plus naturel d'étudier le foncteur II II/j, où 11^ 
est l'espace des vecteurs v G II tels que la fonction x H > h x ■ v soit analytique sur 
xq +p h Z p d pour tout xq G Z p d . La principale raison pour ne pas prendre ce point de 
vue est que ce foncteur n'est pas exact, ce qui est désagréable pour les applications. 
En effet, si LAh(H) = c é'(H)h, le théorème d'Amice PQ montre que 4> G LAh(H) si et 
seulement si 

d 

lim v p (a a (4>)) - Vi-p 
%—\ 

donc le dual topologique de LA/j(iJ) est l'algèbre à puissances divisées partielles ^ 23 ) . 
Or cette algèbre n'est pas plate sur A(H) si d > 2. On remarquera toutefois que 
LAh(H)* est en fait très proche de 3} < f l +i(H) puisque « P ([^-]!) ~ nr^+i, et donc 
Yi(h+i) eg ^. ^ r ^ g sem bi a ble à Tlh- 

IV. 7. Cohérence. — On suppose à partir de maintenant que G = GL„(Q p ) et on 
note K = GL„(Z p ) et Z le centre de G. Soit H = l+p K M n (Z p ) ; c'est un pro-p-groupc 
uniforme de dimension n 2 (rappelons que k = 1 si p > 2 et n = 2 si p = 2). Si g G G, 
on note d(g, 1) le plus petit entier m tel que H p G gHg^ 1 . Puisque KZ normalise 
H et HP m , d(g, 1) ne dépend que de KZgKZ. 



23. Ses éléments sont de la forme 53 Q gN d Ccc [ ° ] j ^° ou ( c ct)a est une suite bornée de L. 
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Proposition IV. 16. — Soit II une L -représentation de Banach de G. Alors 
est stable par K et g ■ II*» C Il( ft +™) si d(g, 1) < n. 

Démonstration. — La première assertion se démontre comme le cor. IIV.8l en utilisant 
le fait que H est distingué dans K. La seconde découle de la prop. IIV.11I 

D'après la décomposition de Cartan, on a G = \J teT +KtK , où T + est l'ensemble des 
matrices di&g(p ai ,p a2 , ...,p an ), avec ai > 02 > ... > a n G Z. Pour tout entier positif 
m, on note T+ le sous-ensemble de T + formé des matrices diag(p 01 ,p a2 , ...,p a ") avec 
ai — a n < m. 

Lemme IV. 17. — On a d(g, 1) < m si et seulement si g € KT^K . En particulier, 
d(g, 1) = si et seulement si g G KZ . 

Démonstration. — Soit g = kitk%, avec h\,ki G K et t — diag(p ai , ...,p a ") G T + . 
Puisque H et H pm sont distingués dans on a g~ x H pm g C iï si et seulement si 
t~ x H p t C H. On conclut en utilisant les égalités t^Xi^ijt^ 1 — (p ai ~ aj et 
iJP m = 1 + p m+K M n (Z p ). 

Lemme IV. 18. — On a d{g, 1) < l + m si et seulement si l'on peut écrire g — .91.92; 
avec d(g\, 1) < l et d(g2, 1) < m. 

Démonstration. — C'est une conséquence directe du lemme IIV.17I et du fait que 

± m — ± l+m- 

Si W est un so~us>-L[K Z]-~mod\\\e d'un L[G]-module II et si h G N, on note 

d(g,l)<h 

c'est un sous-L[À"Z]-module de II. Notons que g ■ W et d(g, 1) ne dépendent que de 
l'image de g dans S :— G/KZ. 

Lemme IV. 19. — L'ensemble {s G S, d(s, 1) < h} est fini. 

Démonstration. — Soit T^ l'ensemble des t — diag(p ai , ...,p a ") G tels que a n = 0. 
Alors T^ est un ensemble fini et T^ Q Z D . Si Ih est un système de représentants 
de K/K h (avec K h = 1 + p' l M„(Z p )j, alors 

KT+Kc |J kK h tKZc |J ktKZ, 
teT+ ,kei h teT+ ,kei h 

la dernière inclusion étant une conséquence du fait que t^ 1 Kht C K pour tout t G Tj^ Q . 
On conclut en utilisant le lemme IIV.17I 
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On suppose maintenant que II est une L-représentation de Banach admissible de G, 
ayant un caractère central. Le sous-espace H( h ) de II (défini en considérant II comme 
une représentation du pro-p-groupe uniforme H) est stable par KZ, puisque KZ 
normalise H. 

Définition IV. 20. — On dit que la représentation II est cohérente s'il existe m(II) 
tel que 

n (h+k) = (n( A ))M, pour tous h > m(n) et k G N. 

Remarque IV. 21. — (i) L'inclusion (n^)^ C lL' i+fc ) est vraie pour n'importe 
quelle représentation de Banach II (cela découle de la prop. ITV.lip . 

(ii) Le lemme [TV. 181 montre que = (W^)' 1 '. Pour montrer que II est cohé- 
rente, il suffit donc de vérifier que 

n(>»+i) = (nW)W pour tout h assez grand. 

(iii) Si II est cohérente, alors engendre II an , en tant que représentation de G, 
pour tout h assez grand (cela découle de ce que II an est la réunion des nW). On 
peut se demander si une propriété de ce genre est automatiquement vérifiée pour une 
représentation de Banach admissible de G (au moins dans le cas de longueur finie). 
C'est le cas pour G = GL 2 (Q P ) (cf. th. |ylL8)) . 

Proposition IV. 22. — Si — > IL — > H — > II2 — > est une suite exacte de repré- 
sentations de Banach admissibles de G et si IL est cohérente, alors II est cohérente 
si et seulement si II 2 l'est. 

Démonstration. — C'est une conséquence de l'exactitude du foncteur II 1— > Tl^ h \ 

V. Vecteurs analytiques des représentations unitaires de GL2(Q P ) 

Ce chapitre étend (et raffine) à toutes les paires G-compatibles les résultats de 
[8l chap. V], concernant l'espace Hs(D) an des vecteurs localement analytiques de la 
représentation 11,5(1?). L'approche est assez différente de celle de [H] même si le noyau 
technique (à savoir le § IV. 51 et. en particulier, la prop. |VTT7| est le même. 

V.l. Préliminaires. — On fixe dans la suite une paire G-compatible (D,S), 
avec D G $L ct (<?), et un réseau Do de D, stable par <p et T. On note II = Hs(D) et 
IIo = Us (Do). Alors IIo est un réseau de II, ouvert, borné et stable par G. On munit 
II de la valuation vu, à valeurs dans v p (L), faisant de IIo Lr, boule unité de II. 

On renvoie au chap. U pour les anneaux de fonctions analytiques utilisés dans la 
suite. Rappelons que A(L) est l'anneau des mesures à valeurs dans 6^ sur T. Si R 
est un anneau de séries de Laurent (comme 0g, etc.), on peut remplacer la 

variable T par 7 — 1 où 7 est un générateur topologique de L (ou plutôt de l'image 
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inverse de 1 + pZ p dans T) pour construire un anneau R(T) (on renvoie le lecteur au 
n° 3 du § V.l de [8] pour les détails). 

Rappelons que m(Do) est un entier assez grand, qui ne dépend que de Dq. Il 
est en particulier choisi tel que la prop. 111.21 s'applique à Dq, et donc Dq KU P 1 C 
D (o,r m (D )] ^ p i j- cf ^ œr n 7 2 ]), Comme D^ est compact, il existe h = h(D ) 
tel que d\ c T~ h D^ m{Do) , donc d\ M s P 1 C (T"' 1 Dj' m(Do) ) B a P 1 , où l'on note 

x eu P 1 = (D ® 5 P 1 ) n {x x x) 

pour X e {L>(°' r '>], (pareil avec £» si 1 e {T a L>J'\ £>^ ) ' r ' ,1 }). Quitte à augmenter 
encore l\ et m(£>o), on peut supposer qu'ils sont aussi associés à {Dq,ô~ 1 ), et que 
Pinvolution ig de &l[T] qui envoie tr a sur (5(a)cri s'étend en une involution continue 
de ^/(T), ûg' rb] (T), m{T) pour b > m(D Q ) (voir [8, lemme V.2.3]). 

V.2. Vecteurs analytiques et sur convergence. — Pour m > 2 on note K m 
le sous-groupe 1 + p m M2(Z p ) de G, 

n +-(l+p m Q\ „--(' 1 \ +_(lp m \ v - - ( 1 m °\ 

"m — V 1 / ' — V l+p m ) > "m — V 1 / ' m ~ \ P 1 / 

et, pour a £ N , on note 

6° = (a+ - l) ai • (a" - l) a2 ■ « ~ l)" 3 • Kn - l) ai e 1p[K m ]. 

Alors (a^, a~ , u^) est un système minimal de générateurs topologiques du 
pro-p groupe uniforme K m . 

Définition V.l. — Si b > m+ 1, soit 

n (h) = { v e n, lim w n (C • «) - p m r 6 • H = oo}, 

\a | — >oo 

que l'on munit de la valuation 

«W(«)= inf (vn(b° ■v)-p m r b -\a\), 

qéN 4 

pour laquelle c'est un espace de Banach. 

Remarque V.2. — (i) Le théorème d'Amice pQ montre que pour tout m on a un 
isomorphisme d'espaces vectoriels topologiques 

limll^ ~n an . 

b 

(ii) Il résulte de la prop. lTV.llI aue l'espace ne dépend pas du choix de m < 6—1 
(la valuation en dépend, mais les valuations obtenues en faisant varier m sont 
toutes équivalentes). 
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Le th. IV. 31 ci-dessous décrit l'espace de Banach US > en fonction de D. Nous com- 
mençons par préciser un peu les topologies sur les espaces divers et variés apparaissant 
dans ce théorème. On dispose d'une pléiade d'anneaux de séries de Laurent (voir le 
chap. H]), chacun ayant une topologie naturelle. Cela induit une topologie naturelle 
sur les modules libres de type fini sur ces anneaux (et qui ne dépend pas des choix 
de bases). En appliquant cette discussion aux modules D^ b , D^' 7b \ D^°' Tb \ D\ D T i g , 
etc, on obtient des topologies sur ces modules. 

Si X e {£>o° : '' bl , D(°' n \ L>t}, on munit X m s P 1 de la topologie induite par l'inclu- 
sion XM5V 1 C X x X . Cette topologie est plus forte que celle induite par l'inclusion 
X m s P 1 C Do M s P 1 (ou X C D M s P 1 ). Comme d\ M s P 1 est fermé dans D Q M s P 1 , 
il est aussi fermé dans D^' rb ^ M$ P 1 pour b > m(Do), donc M$ P 1 est fermé 
dans D i0 ' r »î m s P 1 et dans ® 5 P 1 . On munit alors (D ( °' rb] ® 5 P 1 )/^ P 1 ) et 
(X M s P 1 )/(D 1 ' M s P 1 ) de la topologie quotient, pour X e {D^ ' r "\ D^}. 

On fixe une paire G-compatible (D,ô), avec D G ^r *^) et on note II = Hs(D) 
et n = n s -i(D). 

Théorème V.3. — II existe c — c(D, S) tel que pour tout b > c : 

(i) Le sous-module D^ ' rb ^ Eïg P 1 de D P 1 est stable par GL2(Z p ) ; qui agit 
continûment. 

(h) On a un isomorphisme canonique de GL2(Z p ) -modules de Banach 

(£>(°^] M s P 1 )/^* M s P 1 ) ~ n( b) , 

et donc une suite exacte de GL2(Z p ) -modules topologiques 

-)• n* -)• D (0 ' r " ] M s P 1 -> n (b) -> 0. 

Avant de passer à la preuve du th. IV. 31 qui occupe les §§ V.3-V.6, donnons-en 
quelques conséquences. Le résultat suivant découle formellement du th. IV. 31 et de la 
rem. EU 

Corollaire V.4- — (i) Le sous-module M$ P 1 de D Mg P 1 est stable par G, qui 
agit continûment. 

(h) On a un isomorphisme canonique de G-modules topologiques 

(D* ® s P 1 )/^ M s p 1 ) ~ n an , 

et donc une suite exacte de G-modules topologiques 

-> n* -> D' ® 5 P 1 ->• n an ->■ 0. 

Le th. IV. 31 fournit un raffinement du théorème de Schneider et Teitelbaum pour les 
objets de Rep((5). 
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Corollaire V.5. — Si II G Rep £ (G) il existe rriQ > 2 tel que n^) soit dense dans II an 
( et donc aussi dans II ) pour tout b > mo + 1 . 

Démonstration. — Disons que II est bonne si elle satisfait le corollaire. Trivialement, 
toute représentation de dimension finie est bonne. Si II = ILg(D) pour une paire 
G-compatible (D,5), alors II est bonne : cela découle du th. IV.31 du cor. IV. 41 et de 
la densité de D^°' r ^ ® s P 1 dans L>t ® s P 1 (qui découle de celle de D** ^ dans D\ 
elle-même conséquence de la densité de #( ' r *] dans #t). 

En utilisant le th. IIII.441 le cor. IIII.36I et ce que l'on vient de démontrer, nous 
pouvons conclure dans le cas général grâce au lemme suivant qui est une conséquence 
de l'exactitude des foncteurs II i-» II (&) et II h4 II an (prop. [ÏVTÎi]) . 

Lemme V.6. — Soit — IIi — ^ Il — ï> II2 — >■ une suite exacte dans Rep i (G), avec 
IIi bonne. Si une des II et II2 est bonne, alors l'autre l'est aussi. 

Le corollaire suivant est un sous-produit de la preuve du th. IV. 31 

Corollaire V.7. — Soit H G Rep L (G). Si x H> et x M- (li)v sont locale- 

ment analytiquesi sur Q p , alors v G II an . 

Démonstration. — Commençons par le cas où II = Tls(D) pour une paire G- 
compatible (D, ô). La preuve de la prop. [V~9l ci-dessous n'utilise que la croissance des 
coefficients de Mahler des applications x — > ( J \ ) v et x — > ( \ \ ) v. Elle montre que v 
admet un relèvement à P 1 - Le corollaire IV. 41 permet alors de conclure. 

Passons au cas général. Disons que v G II est presqu 'analytique si les applica- 
tions x 1— > ( g f ) v et x H-» (li)v sont localement analytiques, et que II est bonne 
si tout vecteur presqu'analytique est localement analytique (notons que tout vec- 
teur localement analytique est trivialement presqu'analytique). On déduit du théo- 
rème IIII.44I du cor. IIII.36I et du premier paragraphe l'existence d'un morphisme 
B n : ni ->• n/n SL2 (Qp), dont le noyau et le conoyau sont de dimension finie, et 
tel que IIi soit bonne. On conclut en utilisant le lemme suivant : 

Lemme V.8. — Soit 0— >• IIi — >• II — >• II2 — > une suite exacte dans Rep L (G). 

(i) Si IIi est de dimension finie et si II ou TI2 est bonne, alors l'autre l'est aussi. 

(ii) Si II2 est de dimension finie et si Tli est bonne, alors II est bonne. 

Démonstration. — (i) Supposons d'abord que II est bonne et soit uëri2 presqu'ana- 
lytique. Soit v G n un relèvement de v. Notons T = (J{) - 1 G Ûl[G\. Comme v 
est presqu'analytique, il existe r > tel que p~ rn T n {v) tende vers dans II2, ce qui 
veut dire qu'il existe x n G ni tels que p~ rn T n (v) — x n — !> dans II. Puisque IIi 
est de dimension finie, elle est tuée par T (lemme 1111.411) et donc p~ rn T n+1 (v) —ï 
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dans IL Le théorème d'Amice entraîne que x <— > ( i \ ) v est localement analytique. On 
obtient de même que n-> ( \ \ ) v est localement analytique, et donc v est localement 
analytique (car LT est bonne) et son image v dans LT2 l'est aussi. Cela montre que LT2 
est bonne. 

Le reste de l'énoncé est une conséquence de l'exactitude du foncteur II h-> II an . 

V.3. Relèvement à Z)( > r '<>] Kl 5 P 1 . — La proposition ci-dessous montre que tout 
v G Iï^ se relève à D^ '^ M s P 1 . Rappelons que l x est choisi tel que C T~ h Dl' b 

(cf. §LVI1). 

Proposition V.9. — Soient b > m > m(Do) et v G 11^. j4k>rs u admet un relève- 
ment à (p s T s 'Dl' b ) HaP 1 C D (0 ^ HjP 1 , auec s = w( b )(u) et s' = -(p m n b -Mi). 

Démonstration. — On peut supposer que (v) > 0, quitte à multiplier v par une 
puissance de p. Notons £ = (u+)" 6 , /1 = (u^ n ) rib et 

a fc = mm(vn(£ fc v), vn(Ai fc «)); 

de telle sorte que lim^oo ak — p m k = 00 et > p m fc + «^(ti) pour tout k (par 
définition de LT^ et v^). 

Soient X = D a M s P 1 et y = d\ M s P 1 , de telle sorte que Iï = X/Y est la boule 
unité de LT pour la valuation vu- Alors p° IIo C IIo, car cto > 0, et v G p a °IIo, puisque 
iti(^) > «o- Ainsi, u possède un relèvement z = (z\,Z2) G p a °A. Nous aurons besoin 
du lemme suivant. 

Lemme V.10. — II existe une suite (y n )n>o d'éléments de Y telle que pour tout 
n>l 

n-1 
fc=0 

Démonstration. — On construit la suite en question par récurrence. Noter que X et Y 
sont stables par £ et n (car ils sont stables par G), ainsi que l'égalité p n X D Y = p n Y 
(pour n > 0), car Y est un sous- ^-module saturé de X par définition. 

Supposons d'abord que n = 1. Si ai < ûq, on prend yo = 0, supposons donc que 
ai > a . Comme v n (£v) > ai > 0, on a £z G (p ai X + y) np a °X C p ai X +p a °Y : ce 
qui montre l'existence de j/o- Supposons avoir trouvé yo, ...,î/„_i et écrivons 

n-1 
fc=0 

pour un u G X. Si a„ > a n +i, on prend y„ = 0. Sinon, en appliquant £ à l'égalité 
précédente on obtient p an ^u G £ n+1 z + y G p arl+1 + Y (la deuxième inclusion suit 
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de i>n(Ç n+1 w) > a>n+i)- On en déduit quep a ™£u g p arl+1 X+p a "y et on choisit y„ S F 
tel que p a ™£u — p a "y n E p a,,+1 X. Cela permet de conclure. 

Revenons à la preuve de la proposition. En appliquant Resz p à la relation du 
lemme IV.101 et en utilisant le fait que £ agit par multiplication par ip m (T) nb , on 
obtient z\ — J2k=o G p a "Do, avec 

Le lemme O montre que £ T~ pmn "û^ h . Puisque p G T" 6 ^' b , on en 

déduit que ^^^yr b 6 '• En utilisant aussi le fait que 
on obtient enfin 

A k e p a *-p mk T- ll - pmnb Dl' b . 

Puisque a k — p m k tend vers oo et est minoré par v^(v), et puisque est 
complet pour la topologie p-adique, le paragraphe précédent montre que X)fc>o ^ k 
converge dans p v b ( v ÏT~ ll ~ pmnb Dl' b . La relation z\ — X)fc=o ^ k e P a "Do montre 
que ^2 k>0 A k tend vers z\ dans Gg. On en déduit que J2k>o^ k tend vers z\ dans 
pV M( v ) T - h - p ™n bD t,b^ et donc que Zi g p v<- b Hv) T -h- P m n bD tb_ Leg mêmes argumeil ts 

[remplacer dans ce qui précède £ par /z et Resz p par Resz p (w-)] donnent la même 
estimée pour Z2, ce qui permet de conclure. 

Remarque V.ll. — Suppposons que = D* (c'est par exemple le cas si D est 
irréductible de dimension > 2), de telle sorte que l'inclusion de D dans D M$ P 1 
induise un isomorphisme de B- modules de Banach H ~ D / D + (cor. IIII.25)) . En posant 
X = D Q et Y = £>+, on vérifie sans mal que le lemme fV . 1 1 s ' applia ue encore (le point 
est que X et Y sont stables par f et /z, et Y f] p n X — p n Y pour n > 0). Le reste 
de la preuve s'applique et montre que tout v G admet un relèvement à D^ ' rb ^ . 
Par contre, l'image dans II d'un élément de D^ - r ^ n'est pas toujours localement 
analytique. 

Il nous reste à montrer que l'image de £)( > r '>] dans n est contenue dans Tv® , si 

m et b sont assez grands. Cela va demander un certain nombre d'estimées techniques, 
auxquelles sont dédiées les parties IVT41 et [V75l ci-dessous. 

V.4. Vecteurs propres de tjj. — Si a e ^, on pose 
tf a = (1 - a ■ p)Dt =a C A) B 4 Z* 
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La proposition suivante est une version de la prop. V.2.1 r 24 )| de [8]. Voir IV. il pour 
les objets ig, A(r), etc. 

Proposition V.12. Soit P e t?i\X] tel que P(ip) = sur D\jD\. Soit a E 0* L 
tel que a et j3 :— (5{p)a)~ l ne soient pas des racines de P et a~ 1 et fi^ 1 ne soient 
pas des valeurs propres de ip sur D nl . Alors wgfâ 01 ) PI est d'indice fini dans . 

Démonstration. — On commence par montrer que wg{f€ a ) ®g L L — fé 7 ^ ®g L L. Soit 
z G Dt =a et soit z' = P{a)z = P(ip)z. Comme D^ =a C d\ et P{^)Dl C D\ par 
hypothèse, on a z' G D\, donc (a~"z')„>o G DqŒ§sQ p . Comme D^^gP 1 se surjecte sur 
D^Mg Q p (lemmelïïOl), il existe x = (xi,x 2 ) G d\ MgP 1 tel que Res Zp °) x) = 
oT n z' pour tout n > 0. Alors (ibid.) a^x G Ker(Res Qp ) = (0,£>S r ) et un 

petit calcul montre que ceci entraîne ip(x2) —0X2 G Dq t . Comme n'est pas valeur 
propre de ip <E Endi(D nr ), il existe u G D nl tel que /3<p(u) — u = ijj(x2) — 13x2- Alors 
X2 +<p(u) G Dq ~^ ®ff L L et donc Resz*^) = Resz* {x% +ip(u)) G ^ ®e L L. Comme 

Res Z j(a;2) = wg(Resz*{xi)) = P(a)wg((l - cnp)(z)) 

et P(a) ^ 0, on conclut que wg(fé a ®e/ L L) C ^ ®e L L. Par symétrie et puisque wg 
est une involution, cette inclusion est une égalité. 

Comme c € a et ^ sont des A(r)-modules de type fini [7J cor. VI. 1.3] et comme 
wg est i^-semi-linéaire, le paragraphe précédent montre l'existence d'une constante 
c = c(P, a, Do) telle que wg^P) C p~ cc € a . Soit alors x G 'i'' 3 . On vient de voir 
qu'il existe y G Dq~ œ tel que wg(x) = p~ c (l — onp)y. Si y 1 est un autre choix, alors 
y — y' G £>o~" ■ Comme UJ^ir) G £>n, on a y (mod p c ) e (D /p c D ) v= i . De plus, si y 
(mod p c ) = 0, alors x G w^C^") n^' 3 . Ainsi, l'application x y (mod p c ) induit une 
injection de ^/(^ n u^C^")) dans le quotient de {D /p c D ) v =« par l'image de 
Dg _ ° . Comme ce quotient est fini (car (Do/p c Do) v= i est contenu dans (Do/p c Do) nT , 
qui est fini), cela permet de conclure. 

Remarque V.13. — Puisque tp est un endomorphisme du O^-module de type fini 
Dq/Dq, on peut toujours trouver un polynôme non nul P comme dans la proposition 
précédente. 

t b 1 

V.5. L'action de G sur T a D ' Mg P . — Le but de cette partie est de contrô- 
ler l'action de G sur les modules (T a Z)J' b ) Mg P 1 , plus précisément de démontrer la 
prop. [*VTT8l ci-dessous. La plupart des arguments sont adaptés de [8j chap. V]. On fixe 



24. Cette proposition n'est vraie qu'après tensorisation par L, le problème étant que Dq~ 1 n'est 
pas toujours contenu dans Dq, même sous les hypothèses de loc.cit. Comme le montre la suite, cela 
ne change rien aux arguments. 
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une base e\, 62, de £)j j ' m ^ D °^ sur ffh m ^ D °^ (c'est aussi une base de Dq b sur 
pour tout 6 > m(Do)). Les constantes c, ci, C2, mi, TO2, ... ci-dessous ne dépendent 
que de Do, 6 et du choix de la base e\, e2, e^- 

Proposition V.14- — H existe m\ > m(-Do) te/ oue /aisse stao/e Do°' rb ' Z* 
pour iowi 6 > m\ . 

Démonstration. — On choisit P, a et /3 comme dans la prop. |y?T2l et on note M le 
A(r)-module Ws { c é a ) n ^ . On choisit ensuite toi > m(Do) tel que pour tout 6 > mi : 

• •^ ? est inclus dans D< ) ' rb] K 5 Z; et ^ 0,n] (r) ® A(r) ^ ? = D^EjZJ, si ? G {a,/3} 
(un tel Toi existe, cf. [H cor. V.1.13]). 

• L'inclusion de M dans ( ^'' 9 induit un isomorphisme 

0f r "\r) ® A(n m = 4°' rbl (r) ® A(r) 

(cette condition est automatique car fê^/M est tué par une puissance de o"i +p — 1 
puisqu'il de longueur finie sur 0l d'après la prop. [V. 121 et o\ +p — 1 est inversible dans 

4°-](r)). 

Alors ûf r " ] {Y) ® A(r) M = D^ rb] M s Z* et w s (M) C %f Q G D^ 0,1 " 6 ' B 4 ZJ (par 
définition de M), ce qui permet de conclure, en utilisant la z^-semi-linéarité de vus- 

Corollaire V.15. — Si b > mi, a/ors D^ Tb ^ M$ P 1 est stable par GL2(Z p ) et 
L>t B 4 P 1 est stable par G. 

Démonstration. — Cf. [8, lcmme II. 1.10] : c'est une conséquence formelle des formules 
donnant l'action de G sur Dq Mg P 1 (cf. rem. IIII.3]) . de la prop. IVTHl et des inclusions 

4>(D ( °' rb] ) C £>< 0,r *- l] l <p(D ( °' rb - l] ) G D^ b] et a a (D ( °' rb] ) G D^ rb] qui impliquent 
que Z?Q ' ri> ' est stable par Res p z p = f 4>- 

Si b > m > toi, on note r m = o~i+ p m — 1 et 

Aft/ = (1 + T)^ m (Dl' b ) et M<^ = (1 + T)v m (D^ Tb] ). 

Remarquons que ( 1+ P ° ) — 1 agit comme r m sur Dq et ( jjj ^ ) — 1 y agit par mul- 
tiplication par (p m (T). Le résultat suivant ([5J prop. V.1.14] et sa preuve) compare 
les deux actions, ce qui est fondamental pour la suite. Rappelons que l'on a fixé une 
base (ej)j du ^|>' -module Dq , et que T m — x _1 (l +p m Z p ). Si m > 2, on définit des 
anneaux ^'(r ra ), etc, en remplaçant simplement la variable T par r m . 

Proposition V.16. — Il existe to-2 > toi £e/ gue pour tous b > to > TO2 on ait 

(i) r m est bijectif sur M^' rb] et mdmt une bijection de sur ip m (T) a ■ , 

pour tout a G Z. 



COMPLÉTÉS UNIVERSELS 



53 



(ii) M^ b (resp. M^ r " ] ) est un <& f /(r m ) (resp. û { °' T ' b] (T m )) -module libre de base 
On fixe un tel 7712 et on le note simplement m. Voir le § IV. 21 pour les notations K m , 

a mi a mi ^m' e tC. 

Lemme V.17. — Il existe une constante c > 1 telle que : 

(i) W 5 (T^M^ b ) C T^ c Mli h pour tous b>m etaeZ. 

(ii) (g - l) n (r^M^ b ) c r^ +a - c M^ b pour tous b > m, a G Z, n > et g G 

Démonstration. — (i) Notons £ := (1 + T)cp m (ei) G D ° ,r " 2ml . Alors fprop. |VT4| 
i»«(/<) G ^°' r2ml = £>S |2m [i]. On fixe c' tel que 

pour 1 < i < d (voir le lemme IÏI.3I pour /(Do)). Comme u>5 commute à Resi+pmz^ 
(car 1 + p m Z p est stable par iu), il existe gi G Z?o tels que ws(fi) = (1 + T)(p m (gi). 
Alors ^(j,) G (p m (T)- c '+ i ( £, °)L>J' 2m , donc # G T _c, £>J' m (utiliser le lemme EU et 
l'identité g, = ?/> ro (</?"%))) et donc finalement lu^/i) G Lp m {T)- c ' M^f 1 = r m c ' M^ m 
fprop. IVTëj) . 

Soient enfin 6 > m, a G Z et notons X = M^ b . Comme les a forment une base de 
D^ b sur ^j?' 6 , les fi forment une base de X sur Û't' (T m ) fprop. fV.f 6[) . En utilisant la 
îa-semi-linéarité de ws et le fait que Ws(fi) G r~ c X, on obtient Ws(t^X) c t^~ c X, 
ce qui permet de conclure. 

(ii) On va montrer que c = 8c' marche (avec c' comme dans la preuve de (i) , dont 
on garde les notations). Le (i) de prop. IVTTïïl montre que (g — 1) ti (t^ 1 X) = t° + "I si 
a G Z et g G {a+ , u^}. En combinant cela avec le (i), on obtient pour g G {u+ , a+ } 

(«flu - 1)"CCX) = «,(9 - 1)" W «„V) c W «+"- c 'A) c r«+"- 2c 'x 

et donc 6£(t£X) C r^+^X. 

Soit maintenant g G .Km quelconque et écrivons (5 — 1)" = X^aeN 4 c o^ a dans 
A(KT m ). Alors c a G Z p et v p (c a ) > ri — [ce quand |a| < n. Comme p est multiple de 
r m b (et donc de r m ) dans <^'j ? ' & (E m ), on obtient c Q & Q (r m A) C T ™ ax ( n >H)+ a c jf pour 
tout a G N 4 . Comme X est complet pour la topologie r TO -adique (car (r m ) l'est), 
cela permet de conclure que (g — 1)"(t°I) c T^ a ~°X, ce qui finit la preuve. 

Proposition V.l 8. — Il existe C\ > c tel que : 

(i) Pour tout a G Z on a w 5 ((T a L>J' 6 )^=°) C (T°- c i£)J ,6 )^ =0 . 

(ii) Pour tows 6 > 2m, a G Z, 11 > 1 et g G K m 

{g - l) n (T°£>J' 6 ) C T a+ï,m "- Cl I)J' b . 
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Démonstration. — On va montrer que l'on peut prendre c\ = p" 1 (1 + c+1(Dq)). Fixons 
b > 2m, a 6 Z, n > 1 et notons, pour simplifier, q = [^] et Y = T^ l[Da) M}^-" 1 . 

Lemme V.19. — Soit A (resp. B) l'ensemble des i G {0,1,..., p m — 1} tels que p 
ne divise pas i (resp. p divise i ). Alors T a D^ C X^eA ( o ï ) ^ + X^es ( o % ~\ ) Y et 

(™t,y=o cE .^ ( io )y . 

Démonstration. — Soit z G T a Z?J' b et posons Zj = ?/; m ((l + T)~ l z), de telle sorte 
que z = XCtT 1 ! 1 + 7? ' f m { z i) et ^ 6 T q ~ l ( Do "> D\j h ~ m flemme HO)). On en déduit 
(prop. EU que a* = (1 + T)ip m (cri (zj)) (pour i e A) et j/ 4 = (1 + T)ip m ( Zi ) (pour 
i G B) sont des éléments de y et on conclut en remarquant que z = XigA ( o î ) Xi 
Sies (o % \ 1 ) î/i- La deuxième assertion s'en déduit, car si ip(z) = 0, alors Zi — pour 
tout i G B. 

Revenons à la preuve de la prop. IV". 181 En appliquant le (ii) du lemme IV.17I la 
prop. IV. 161 (i) et le lemme H31 (dans cet ordre) on obtient, pour g G K m , 

(g - l) n (Y) C T ^l(D )-c+n M M>-m = (pm ^ T y-c-l(D )+n M U>- m 
(- jrp m (q-c-l(D a )+n) £)f,b ^_ rpa+p m n~c 1 £)^ b 

On conclut pour le (ii) en utilisant le lemme IV. 191 et le fait que K m est distingué dans 
GL2(Z p ). Le (i) se démontre de la même manière, en utilisant le (i) du lemme IV. 161 

V.6. Fin de la preuve du th. IV. 31 — On note pu ■ D M$ P 1 — » Il la projection 
naturelle. Elle envoie Dq M$ P 1 dans Ilo. Couplée avec la prop. IV.9I la proposition 
ci-dessous permet de conclure quant à la preuve du th. IV.3I 

Proposition V.20. — Il existe une constante c 2 telle que si a G Z, b > 2m + 1 et 

z G (T a Dl' b ) M s P 1 , alors v := p u (z) G 11^ et v^(v) > ar b - c 2 . 

Démonstration. — Si z — [zy^z-x) G (T a Z)J' fc ) M$ P 1 , alors z = z\ + w ■ (p(ip{z2)) et 

emme III. 3[) . Il suffit donc de démontrer la proposition 
pour z G T a Dl h . Nous aurons besoin du lemme suivant : 

Lemme V.21. — Si z G Dq Mg P 1 , alors vu{pn(z)) > k si et seulement si 
{i,z} P i G p k & L pour tout i G Dq S s -i P 1 . 

Démonstration. — Par dualité de Schikhof [23], le vecteur v = pn(z) de Ilo est dans 
p fc Ilo si et seulement si l(v) G p k 0L pour tout l G I1q. Le résultat suit du fait que 
{ , }pi induit un isomorphisme IIq = b\ Kl^-i P 1 . 
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Revenons à la démonstration de la prop. IV.201 Les lemmes IV. 211 et IIV.71 la 
i^m-équivariance de { , } et l'inclusion D\ c T~ l1 Dq' 1 '^ 1 ramènent la preuve de la 
prop. IV. 201 à celle de l'assertion suivante : il existe une constante C telle que 

lim ~p m r b \a\ = oo, inf (v p ({6£,.z, z}) - p m r b \a\) > ar b - C 

\a\— >oo a 

pour tous a € Z, b > 2m + 1, z G T a D^ h et i G T~ ll L>l' b ~ 1 . 

Nous allons montrer que C — h + 4ci convient. Comme z G T~ il Z? ( ! ) ' b ~ 1 et 
T~ ll £>y b ~ l C T~ ll L>l' b , on déduit de la prop. IVTÏ81 que 

b^z G l* m M-C£t,&-i C T p " l ' a ' _c ï)J ,b . 

L'inégalité inf^ z}) — p"V;,|a|) > ar b — C découle alors du lemme IIL41 

Il nous reste à montrer que limiaj^oo Vp^b^z, z}) — p m r b \a\ — oo. Tout élément / 
de Gg h peut s'écrire sous la forme 

î = ^2 $ k (rn^) ' 
fc>o 

avec fk G & g -1 tendant vers pour la topologie p-adique, donc on peut écrire 

k>0 

avec yk G T a D\' 6-1 et u k G N tendant vers oo. Notons 

Xk,a = ^z,p u "y k (^_) | . 

On a 

p Uk Uk {~~) k £ pk+u k rpa — kn b jj^b—l ^_ ^k+u k rpa-kn b £)t>& 

et, comme on l'a déjà vu, 

Combinées avec le lemme IÏI.41 l'égalité n b r b -i = p et les inégalités ar b ,ar b -i > — |a| 
et Cr b -i,Cr b < C, les relations précédentes donnent 

v p (xk, a ) -p m r b \a\ > u k - \a\ - C + max(0, (p - \){p m \a\r b - k)). 

Un petit exercice d'analyse réelle montre alors que mîk(v p (xk, a ) — p m r b \a\) tend 
vers +oo quand |a| — ï oo, ce qui permet de conclure. 
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VI. Le module D lis M s P 1 et l'espace n,5(£>) an 

On fixe dans ce chapitre une paire G-compatible (D, S), avec D G $r ct (<f), et on 
note II = Hs(D) et II = IT^-i (D). On construit une extension non triviale D rlg P 1 
de II an par (IT an )*. Cette construction n'est pas utilisée dans le chapitre suivant, 
consacré à la preuve du th. 10.21 mais est très utile pour une étude fine de II an (cf. [10, 
I1H 113) , par exemple) . 

VI. 1. Continuité de l'action de wg. — Soit Dq un ^-réseau de D stable par 
tp et T. Soit m comme après la prop. IV. 161 et soient a > b > 2m. Fixons une base 
ei,e2, ...,e<i de Dg b sur 0g '. C'est aussi une base de D^°' rb ^ sur $\®> rb \ ce qui nous 
permet de poser 

d 

v [r " rb] {z) = min - rb \fi) si z = ^ fa G L> l0 ' ri>1 . 

Rappelons que DMï* — D^ =t) (et de même si on remplace D par £K°' rb l pour b assez 
grand) . 

Proposition VI. 1. — II existe une constante c telle que pour tous a > b > 2m et 
tout z G (D( ' r "])^ =0 on ait 

v [r «' rb] (w 5 (z)) > v [r - r » ] (z)-c. 

Démonstration. — On peut multiplier z par une puissance de p sans changer l'in- 
égalité, donc on peut supposer que z G Dp 0,1 " 6 ' et [ti[ r »<'' i >] (z)] = N > 1. Nous aurons 
besoin du lemme suivant : 

Lemme VI. 2. — Soient a,b,N G N* tels que a > b et soit f G û£ ,r " ] . Si 
v lr a ,r h ](f) > N, alors 

N-l 

/g Y,p N ~ l ~ iTinae ê b - 

i=0 

Démonstration. — Ecrivons 

n a -l 2n a -l 

f = J2 a n T n + J2 a nT n + £ a n T n + ... + £ a n T n . 

n<0 n=0 n=n a n>(N—l)n a 

Par hypothèse v p (a n ) + nr a > N et v p (a n ) + nr^ > N pour tout n. En particu- 
lier v p (a n ) > N si n < 0, donc X)n<o a n T n G p^ -1 ^' 6 flemme ITTj) . Ensuite, si 
< n < n a , on a t> p (a„) > AT - 1, donc Y.^ 1 a n T n G ^~ x û% C p N ~ X e ] f. Le 
même argument montre que Y?n=ûï a " T " e p N ~ 2 T na â' f J b ,..., Y, n >(N-i)n a a n Tn e 
T(iV-l)n a 4' b . 
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Revenons à la preuve de la prop. IVI.ll D'après le lemme IVI.2I on a z G 
Ylfjo 1 P N ~ 1 ~ iTinaD o h ■ Puisque ip(z) = 0, on a 

JV-l 

z = Res z ,(z) g Yl P^-^sz^T^Dl'"). 

i=0 

Le lemme IÏI.3I donne l'existence d'une constante C2 telle que Resz* (T ma Dg' b ) C 
(T in "- C2 Dl' h )^° pour tous a > b > 2m et tout i. Le (i) de la prop. EH fournit 
une constante c x telle que w s ((T d Dl' b )^=°) C T d - Cl Dl' b pour tous a > b > 2m et 
d G Z. On a donc, avec c = c\ + c%, 

N-l 
i=0 

et donc 

«[ r °' r6 ](u; 5 (z)) > inf (JV - 1 - i + (in» - c)r B ) > iV - 1 - c> i;^'^ (z) - c - 2, 

0<i<Af 

d'où le résultat. 

Corollaire VI. 3. — L'involution w s de (D( > r d)^= s'étend de manière unique en 
une involution continue de (£)]°> r f']) 1 /' =0 pour tout b > 2m. 

Démonstration. — Le module (£)(°.'"f])^=o = ©^(l +T)V(£ )(0 ' r,, - ll ) est dense dans 
(_D]o,ri,]^=o = 0^-1(1 + T)V(£> 1 °'' wl ), puisque D^»-^ l'est dans £)]°.^-d. Cela 
démontre l'unicité de l'extension éventuelle de w^. L'existence est une conséquence 
de la proposition précédente, de la densité de (£)( ' rb ])''' =0 dans (£)l ' ri >])^ =0 et de la 
complétude de (D^ ^ )^ . 

Le cor. IVI.3I fournit une involution continue wg sur le module Dfi g ° — 
U^mP 10 ^ 1 )^ , qui étend l'involution w s sur (D^ =0 . On définit alors, de 
la manière usuelle 

DngKlsP 1 = {(zi,z 2 ) G D rig x A-ig, Res Z j(z 2 ) = w s (Res z *{zi))}, 

que l'on munit de la topologie induite par l'inclusion D rlg Kl,5 P 1 C -D r i g x £> r ; g . Notons 
que l'application z 1— » (Resz p (z), ^(Resz p (toz))) induit un isomorphisme d'espaces 
vectoriels topologiques D rlg M$ P 1 ~ D rlg x £> r i g , l'application inverse étant donnée 
par (zi,Z2) !— ï (zi,(f(z2) + «^(Resz* (21))). La densité de Z)î dans D Tlg entraîne donc 
celle de £>t ^ pi dans D rig M s P 1 . 
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VI.2. L'action de G sur D lig M s P 1 
Proposition VI. 4- — L'action de G sur 

£>t M s P 1 s'Étend par continuité en une 

action continue de G sur Z? r i g M$ P 1 . 

Démonstration. — Les formules du squelette d'action (voir la rem. IIII.3[) permettent 
de définir une action de G sur D r - lg P 1 (le fait qu'il s'agit bien d'une action découle 
de la densité de £>t M s P 1 dans L> ris M s P 1 et du fait que ces formules définissent une 
action de G sur M$ P 1 ). La continuité de l'action se démontre de la même manière 
que la prop. IVI.il en utilisant le (ii) de la prop. IV. 181 

On renvoie au § IIV.3l pour les algèbres S(K m ) et Sh(K m ), et au § IV. 21 pour les 6^. 

Proposition VI. 5. — 71 existe une constante c telle que pour tous a > b > 2m, 
z € L> ]0 ' rbl et a G N 4 on ait 

v^^{b^z) > v [r - r » ] {z) +p m \a\r a - c. 

Démonstration. — La preuve est entièrement analogue à celle de la prop. IVI.11 en 
utilisant le lemme lVL2l et le (ii) de la prop. IVTT81 

Corollaire VI. 6. — Pour tous a > b > 2m, z G D^°' rbi et \ — Eoen 4 CQ ^m e 
2} a - m (K m ), la série ^ Q c Q 6^z converge dans D^ 0,Tb ^ et 

^•'^(^CaO) > V [r ^ rb] {z) + V^ a - m \\) - C 

OL 

Démonstration. — Une suite de D^°' rb ^ converge dans D^ 0,Tb ^ si et seulement si elle 
converge pour la valuation t)[ r <*> r *>] pour tous a > b. Le résultat suit donc de la propo- 
sition précédente et de la définition de ?/ a_m ). 

Proposition VI. 7. — Soit H un sous-groupe ouvert compact de G. 

(i) Si b est assez grand, l'action de H sur 

D ]0,n] ^ s pi s > étend 

en une structure de 

S '(H) -module topologique. 

(ii) .D r ig P 1 est un Si (H) -module topologique. 

Démonstration. — Comme H est commensurable à K m = 1 + p m M2(Z p ) (avec m 
comme ci-dessus), on peut supposer que H = K m . Si z — (z\,z-i) & D^°' Tb ^ P 1 , 
on peut écrire z sous la forme z = z\ + w ■ Res p z p (z2), avec z\, Res p z p (^2) & D ],ç> ' Tb \ 
En passant à la limite projective (sur a) dans le cor. IVI.61 on obtient une application 
continue &{K m ) x (D^ rb ï K^P 1 ) ->■ D^ ^ M S P\ définie par (A, z) h-> £ QeN 4 c * b ™ z 
si A = X)aeN 4 C a^m- Cette application étend la structure de L[i^ m ]-module 
de L)! ^"] KUP 1 , et comme L[K m ] est dense dans S>{K m ), cela prouve que L>]°> r »] K^P 1 
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est un @(K m )- module (topologique d'après ce qui précède). Ceci démontre le (i) et, 
le (ii) étant une conséquence immédiate du (i), cela permet de conclure. 

Proposition VI. 8. — Soit H un sous-groupe ouvert compact de G, qui stabilise l'ou- 
vert compact U C P 1 (Q P ). Alors D rlg M$ U est un sous-2>(H)-module de D Ilg M$ P 1 
et ReS(y(A • z) = A • Res;y(z) pour tous z G A; g P 1 et A G @(H). 

Démonstration. — Cela découle de la continuité de l'action de Si (H), de la densité 
de L[H] dans 2$(H) et de la iZ-équivariance de l'application Resy. 

VI. 3. Description de II an via Z? r i g M$ P 1 . — L'accouplement { , }pi sur 
(IV P 1 ) x (Z?t P 1 ) s'étend en un accouplement G-équivariant parfait (voir 

la discussion qui précède [8j prop. V.2.10]) 

{ , } P i : (Âig ® 5 -i P 1 ) x (A-ig ®8 P 1 ) ->■ L. 

Théorème VI. 9. — (n an )* est isomorphe comme G-module topologique à l'ortho- 
gonal de P 1 dans L» rig P 1 . 

Démonstration. — Soit M l'orthogonal de P 1 dans £> r i g P 1 . Nous aurons 

besoin du lemme suivant : 

Lemme VI. 10. — Pour tout z G D Ilg P 1 l'application Kl^ P 1 — » L, donnée 
par z 1 — ^ {z,z}pi, est continue. De plus, l'application £> r ig Sg-i P 1 — > (D^ P 1 )* 
ainsi obtenue est continue. 

Démonstration. — Il suffit de vérifier que pour tout z G -D r ig l'application z >— > {i, z} 
est une forme linéaire continue sur et que l'application D vlg — > (D>)* ainsi obtenue 
est continue. En revenant aux définitions des topologies de D* et -D r ig, la continuité 
de Âig —> (-D )* découle de l'inégalité 

v P ({z,z}) > kr b + v [r °< rb] (z)-2 

pour a > b > 2m, k > 1. z G T k D^ b et z G D^°' rb h Pour démontrer cette inéga- 
lité on se ramène par densité et L-linéarité (et en utilisant le (ii) du lemme II.3[) à 
i G ^T Nnh Dl' b , avec N la partie entière de v^ Ta,rb \z) > 0. L'inégalité suit alors du 
lemme III. 41 

Revenons à la preuve du th. IVI.91 On déduit du lemme IVI.101 de l'isomorphisme 
n an ~ (£>t M s P 1 )/^ M s P 1 ) (cor. |V74|) et de la définition de M une applica- 
tion linéaire continue <j> : M — > (II an )*, induite par { , }pi. Explicitement, on a 
(4>{z),v) = {z,z v }pi pour tout relèvement z„ G A P 1 de v G LT an et tout z, G M. 
L'application est G-équi variante, puisque { , } P i l'est. Nous allons montrer que <j> 
est un homéomorphisme, en construisant son inverse. 
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Commençons par constater que (f> est injective car un élément de Ker(</>) est or- 
thogonal à D< Ms P 1 et donc à D T i g KI5 P 1 par densité de P 1 , et donc est nul 
puisque { , }pi est un accouplement parfait. 

Le (ii) de la prop. IVLTl montre que l'inclusion II* ~ M s -i P 1 C D rig M s -i P 1 
induit une application ^(iJ)-linéaire continue Ç : 3>(H) ®a(h) n* — > D vlg ES^-i P 1 . 
Puisque n* et II* sont orthogonaux, l'image de £ est contenue dans M. 

La prop. IIV.13I fournit un isomorphisme d'espaces vectoriels topologiques 
l : (IT an )* ~ 3>(H) ®k{h) n* (H étant par exemple GL 2 (Z p )), et la composée 
l o (p o £ est l'identité car c'est l'identité sur II*. 

Comme <p est injective, cela implique que son inverse est £ o t, ce qui permet de 
conclure. 

Corollaire VI. 11. — (II an )* et (n an )* sont exactement orthogonaux pour l'accou- 
plement { , }pi . 

Démonstration. — Le th. IVI.9I et le cor. IIII.221 montrent que (II an )* est l'orthogonal 
de LT* dans £> r i g Kl^-i P 1 . Or LT* est un sous-espace dense de (n an )* (par densité de 
LT an dans LT combinée à la réfléxivité de n an et au théorème de Hahn-Banach) , donc 
(II an )* est en fait l'orthogonal de (II an )*, ce qui permet de conclure. 

Corollaire VI. 12. — L'injection (LT an )* —s- D^M^V 1 fournie par le th. I VI. 9\ induit 
une suite exacte de G-modules topologiques 

(LT an )* L> rig ® s P 1 ->• n an -> 0. 

Démonstration. — D'après le th. lVI.9[ (n an )* est un sous-espace fermé de D llg 
Soit Y le quotient. Puisque { , } P i induit une dualité parfaite entre D Tlg Mg-i P 1 et 
I? r i g P 1 , on obtient un isomorphisme topologique de Y* sur l'orthogonal de (II an )* 
dans D^gMg-i P 1 , donc sur (II an )* (corollaire précédent). On a donc un isomorphisme 
de G-modules topologiques Y* ~ (II an )* et on conclut en observant que II an et Y sont 
réflexifs (pour le dernier, cela découle de ce que £> r i g E3«5-i P 1 satisfait Hahn-Banach). 

Corollaire VI. 13. — Il existe m = m{D) tel que (LT an )* C &°- r ^ ïï s -i P 1 . 

Démonstration. — (II an )* est un espace de Fréchet et le corollaire précédent fournit 
une injection continue dans D Ilg Mg-i P 1 , qui est la réunion croissante des espaces de 
Fréchet &°' r '^ Kh-i P 1 . Le résultat s'ensuit. 



VII. Complétés unitaires universels 

VII. 1. Réseaux invariants minimaux. — Soit G un groupe de Lie p-adique et 
soit LT une représentation continue de G sur un L-espace vectoriel localement convexe. 
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Rappelons qu'une L-représentation de Banach B de G est dite unitaire si G préserve 
une valuation définissant la topologie de B. Le complété unitaire universel II de II est 
(s'il existe) une L-représentation de Banach unitaire de G, munie d'une application 
L-linéaire continue, G-équivariante i : Il — > II, qui est universelle au sens suivant : 
pour toute L-représentation de Banach unitaire B de G, l'application 



est une bijection. Autrement dit, tout morphisme continu II — > B se factorise de 
manière unique à travers t : LE >■ LE. 

Remarque VII. 1. — (i) Il découle facilement de la définition que si II existe, alors 
l'image de i est dense dans II, et que II est unique à isomorphisme unique près. 

(ii) Même si II existe, il n'y a aucune raison a priori pour que II ^ 0, et classifier 
les représentations de G ayant un complété universel non nul est un problème difficile 
et fondamental. 

(iii) Si II est topologiquement irréductible et si II existe et est non nul, alors II 
admet une valuation invariante par G. En effet, dans ce cas l'application naturelle 
II — > II est injective, ce qui permet de considérer la restriction de la valuation sur II 



(iv) L'espace LA(Z p ) des fonctions localement analytiques sur Z p , vu comme re- 
présentation de Z p (par (b ■ <fi)(x) — <p{x — b)), n'a pas de complété unitaire uni- 
versel ; par contre, le même espace, vu comme une représentation du semi-groupe 



Si II est un L-espace vectoriel, un réseau de II est un sous- ^-module de II qui 
engendre le L-espace vectoriel II (on ne demande pas à un réseau d'être séparé pour 
la topologie p-adique ; un réseau peut donc contenir des sous-L-espaces vectoriels). La 
remarque suivante d'Emerton [151 lemma 1.3] sera utile pour la suite : 

Lemme VII. 2. — Il admet un complété universel II si et seulement si II contient 
un û^-réseau M avec les propriétés suivantes : 

• M est ouvert dans II et stable sous l'action de G. 

• M est minimal pour ces propriétés, i. e. M est contenu dans un homothêtique de 
tout sous-G ^-réseau ouvert de II stable par G. 

De plus, dans ce cas 



HomS (II, B) -> Hom^ (II, B), f^fo L 



à IL 




n = L ® 0L \im(M/p n M). 
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Proposition VII. 3. — Si H est cohérente, alors II an = U/jIIW admet un complété 
universel LT an . Plus précisément, si h > m(Tl) et si Hq est la boule unité de Tl^ 
pour la valuation alors 

geG 

est un réseau ouvert de II an et II an est le complété de LT relativement à ce réseau. 

Démonstration. — Soient k > h > m(II). Pour chaque s tel que d(s, 1) < k — h on 
choisit un relèvement s & G. L'application continue 

d(s,l)<k-h d(s,l)<k-h 

est surjective par hypothèse. On en déduit que ^2 d ç s i)<k-h s ' ^-o^ es ^ un réseau 
ouvert de Il( fe ). En passant à la limite inductive, il s'ensuit que M = J2ses s ' ^-o 
est un réseau ouvert de II, invariant par G par construction. Par ailleurs, si Jzf est un 
réseau ouvert de II an , alors Jzf n est un réseau ouvert de H^' , donc il existe k 
tel que Jz? D p k Tl[ ) h \ Si de plus Jzf est invariant par G, alors Jzf contient p k M. Ainsi, 
M est un réseau ouvert G-invariant et minimal à homothétie près. Le lemme IVII.2I 
permet de conclure. 

Remarque VII. 4- — Il n'est pas difficile de voir, en reprenant les arguments ci- 
dessus, que la valuation v^> sur H( h> > est génératrice au sens d'Emerton |15l def. 1.13]. 
Autrement dit, la cohérence implique l'existence d'une valuation génératrice et donc 
la prop. IVÏI.3l peut aussi se déduire de la prop. 1.14 de |15| . 

VII.2. Fonctorialité. — Si u e Hom^Ey^IIi, n 2 ), et si LIi et il 2 admettent des 
complétés universels, alors il existe un unique morphisme û G Hom™jQj(IIi,il2), tel 
que û o = i 2 ° u, où tj : Ili — » II; est l'application canonique. 

Proposition VII. 5. — Soit 0— s- IL— >II— ^ II2 — >0 une suite exacte stricte de 
représentations de G sur des L-espaces vectoriels localement convexes. Si II existe, 
alors : 

(i) LT2 existe aussi, et le morphisme II — > II2 induit par II — » IL» est surjectif. 

(ii) Si de plus IL existe, alors Im(IL — > LT) est dense dans Ker(II — > II2). 

Démonstration. — (i) Soit M un réseau ouvert, G-stable et minimal (à homothétie 
près) de II, comme dans le lemme IVII.2I Comme II — > IL2 est stricte et surjective, 
l'image M2 de M dans IL est un réseau ouvert de II2, stable par G. Si M' 2 est un 
autre réseau ouvert de LT2, stable par G, et si M 1 est l'image inverse de M' 2 dans LT, 
alors M 1 n M est un réseau ouvert de II qui est stable par G ; comme M est minimal, 
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il existe k e N tel que M 1 n M contienne p k M, et donc M' contient p k AÎ2. Il s'ensuit 
que M2 est minimal (à homothétie près) et le résultat suit du lemme lVIL2[ qui montre 
aussi que XvaiMij^Mi est un réseau ouvert borné de LT2. 

(ii) M\ = IIi (~l M, est un réseau ouvert de EL, stable par G, et on a une suite 
exacte — > M\ —y M —y M2 — > 0. En passant aux séparés complétés pour la topologie 
p-adique, puis en inversant p, on en déduit la suite exacte 

0->L ®e L (\im M 1 /p n M 1 ) -> 8 -> Û 2 -ï 0. 

L'application naturelle Mi —> \unMi/p n Mi induit un morphisme continu 
/ : IIi — > L ®ff L (limMi/p n Mi), d'image dense. Par définition de fli, / est in- 
duit par un unique morphisme tp : IIi — y L (&@ L (linxMi / 'p n Mi) . Puisque / est à 
image dense, il en est de même de (p, ce qui permet de conclure. 

Corollaire VII. 6. — On garde les notations et hypothèses de la vrov. YVII. 51 et on 

suppose de plus que LTi est admissible. Alors on a une suite exacte de L-espaces 
vectoriels LTi — y LT — y LT2 — >■ 0. 

Démonstration. — Soient X = Ker(II — > TI2) et H un sous-groupe ouvert compact 
de G. La prop. I VII. 51 montre l'existence d'un morphisme d'image dense / : LTi — y X. 
Ainsi, X* est un sous-A(_ff)-module de (IL)*, qui est de type fini par admissibilité 
de IL. Comme A(H) est noethérien, X est admissible, et l'image de / est fermée [23j. 
Donc / est surjectif, ce qui permet de conclure. 

Remarque VII. 7. — IL —y II n'est pas toujours injective. 

VII. 3. Le complété universel de II an 
Supposons dorénavant que G — GL2(Q P ). 

Théorème VII. 8. — Pour tout II S Rep L (G), II an est cohérente et son complété 
universel est II. 

Démonstration. — La preuve va demander quelques préliminaires. On commence par 
supposer que II = H${D) pour un D G $r ct {<§). Soit Dq un réseau de D et soit 
IIo = ILj(-Do), un réseau de II, ouvert, borné et G-stable. Pour tout b > m(D) on 
note X b le sous- ^-module {D^ h H 5 P 1 )/(D^ ®s P 1 ) de n . Soit Iï^ la boule unité 
de IlW pour la valuation v®. Les prop. Ej] et IVT2Ô1 et le fait que p e T 11 »^/, 
montrent qu'il existe bg > m(D) et une constante c tels que p c n { Q } C Xt, c p- c i4 63 
pour tout b > 60 . 
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Lemme VII. 9. — Il existe une constante c\ telle que pour tout b >bo 

p Cl X b C Y, 9-X ba . 

d(g,l)<b-b 

Démonstration. — Il existe c\ tel que ^^(Resz* (-Dq )) ^ V Cl ^\t pour tout b > bo 
(utiliser la prop. IVTÏ8l et le fait que p G T n » GgGg). On a donc p Cl D f ' b C £>J' 6 M s P 1 . 
Ensuite, tout z G D^ h s'écrit sous la forme 

avec = V 6-6o ((l + G Z?J' b °. Puisque tout a; G L>J ,b M s P 1 s'écrit 

a; = Rcsz p (x) + w ■ Res p z p (w ■ x), on en déduit que 

d(g,l)<b-b 

ce qui permet de conclure. 

Lemme VII. 10. — On a II an n n C p-( c + c i+*) J2 g ec9 ' n o &o) - 

Démonstration. — Soit u G p • (IIo D II an ). Alors w a un relèvement z à pDo Mg P 1 et, 
puisque v G n an , le cor. IV.4I montre que zéO* HjP 1 . Puisque p-Donl^ c Ub>fc Dg 6 
(cela se déduit du lemme |L2|) . on conclut que v G X b pour un certain b > bo. Or, le 
lemme précédent et l'inclusion X bo C p _c ilg b °'' entraînent 

d(g,l)<6-h g£G 

ce qui permet de conclure. 

Revenons à la preuve du th. IVII.8I En tensorisant par L l'inclusion du lemme 
IVII.9I on obtient G J2d( g i)<h-& 5 ' n( b °) pour tout b > bo, ce qui montre que 
II an est cohérente. La prop. IVÎL3I montre que II an existe, et c'est le complété de II an 
par rapport au réseau minimal (à homothétie près) ^2 g( z G g • TIq . Le lemme [VII. 101 
montre que M — II an n IIo est commensurable à J2 g ec9 ' ^o°\ donc Il an est le 
complété de II an par rapport au réseau M. Puisque II an est dense dans II, l'injection 
naturelle M/p n M — > IIo/p™IIo est un isomorphisme. En passant à la limite et en 
inversant p, on obtient IT an = II. 

Jusque là nous avons supposé que II = 11,5(1?) pour une paire G-compatible (D, S). 
Supposons maintenant que II G Rep L (G) est quelconque. Disons que II est bonne 
si elle est cohérente et égale au complété unitaire universel de ses vecteurs locale- 
ment analytiques. Notons que si II est une représentation cohérente, alors II an existe 
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(prop. IVII.3[) et l'injection II an — > II induit un morphisme II an — » II. Notons aussi 
qu'une représentation de dimension finie est bonne. 

Le th. IIII.44I nous fournit une paire G-compatible (D, S) et une application 
f3 : TIs(D) — > n/n SL2 ^ p \ dont le noyau et le conoyau sont de dimension finie sur L. 
Comme n SL2 ^ 3 '' est de dimension finie (cor. IIII.36I) . et comme 11,5(1?) est bonne 
d'après ce qui précède, le résultat s'obtient en appliquant plusieurs fois le lemme 
suivant. 

Lemme VII. 11. — Soit — >• IIi — ^ II — >• IL» — >• une suite exacte dans Rep L (G). 
Si IL est bonne et si II ou IT2 est bonne, l'autre l'est aussi. 

Démonstration. — L'exactitude du foncteur II 1— > II an nous fournit une suite exacte 
—> IIf n — > II an — > Iïf" — > 0. Puisque la cohérence est stable par quotient et extension 
(prop. HV.22jl . les hypothèses faites entraînent la cohérence de IL, II et II2 et donc 
( prop. IVlL3|l l'existence de ITp\ fR et fîf 5 . De plus, comme IL est bonne, fif 5 ~ ITi 
est admissible. Le cor. I VII .61 fournit donc une suite exacte îlf n —> II an — > II| n — > 0, 
s'insérant dans un diagramme commutatif 

n|5 — ^ fp; — ^ n|5 — ^ . 
^ ni ^ n n 2 >■ o 

Par hypothèse la flèche verticale de gauche est un isomorphisme. Une chasse au dia- 
gramme montre que si une des flèches verticales restantes est un isomorphisme, l'autre 
l'est aussi, ce qui permet de conclure. 
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